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第八章声 音 


§63. 声波 

现在我们来研究可压缩流体的流动，并且从研究小振动 JF 始; 
可压缩流体中的小幅度振动称为声波.在流体的每一点中，声波 
导致了交替出现的压缩和稀疏. 

既然振动是微小的，速度 r 也就很小，因此欧拉方程中的一 
项 ( W ) x ; 可以略去不计.由于同样的道理,流体中的密度和压力 
的相对变化也是小量，我们可以把变贵 P 和 P 写成下面的形式： 

P 二 Po+P’, p =Po + P^ (63.1) 

式中, P 。 和％ 是密度和压力不变的平衡值, 〆 与 〆 是声波中密度 
和压力的改变量将 （63. 1) 代入连续方程 9p / 9t 
- hV -( P ^) =0,并略去二阶小量( 〆,〆 和 t 是一阶小量)，它就变为 

(63. 2) 


(63. 3) 

经线性化的运动方程组( 6 3. 2) 和(6 3 . 3 )适用于声波传播的条 

件是： 与声速相比，声波中流体质点的速度必须是小量，即” 

这一条件，比方说，可以从 p f < Po 这一必要条件得出（参看下面的 
公式(63, 12)). 


V 


^PoV 


dt 


在相同的近似程度上，欧拉方程 


0. 


dv 




dt 


+ (^- v )^ 


p 


VP 


可化为 


d^V , 1 

# I V A 

dt p 0 


0 . 



方程组 (63.2) 和 ( S 3. 3) 含有未知函数幻，，和 〆 •为了消去 
其中一个未知函数，我们注意到，正如理想流体中的任何其它运动 
形式一样，理想流体中的声波是绝热运动.因此，压力的微小变化 
f 和密度的微小变化 〆 之间的关系为 



按照这个方程 ，把 〆 代进 (63. 2)，就得到 



(63, 4) 


(63. 5) 


包含未知函数幻和 〆 的两个方程（6 3 . 3) 和( 6 3. 5), 完.全地描述了 


声波的运动. 

为了将所有的未知量用其中一个未知量来表示，方便的办法 
是引入速度势幻二由方程 （63. 3) 我们可以得到 

妒=一/0^», (63.6) 


此式表示了 f 与伞 的关系（为简便起见，今后将省略去和 P 。 中 
的下标).于是，由 （63. 5) 可得出速度势$必须满足的方程 


c 2 A ^ = Q ； 

这里，我们引用了符号 

(63. 7) 

c= V \ f P ), • 

(63. 8) 


形式象 (63. 7) 的方程称为波动 方程. 对 (63. 7) 作用梯度算符，就会 
发现，速度 T 的三个分量满足 N 样形式的方程；而将 （63. 7) 对时 
间微分，则可看出压力，（因而还有 〆 ）也满足波动方程. 

现在考虑这样的声波，其中所有的量只依赖于一个坐标（比方 
说 3), 也就是说， P 平面内的流动是完全均勻的.这样的波称为 
平面波.波动方程 （63. 7) 变为 



^ I 内 — D 

dx 2 c 2 9t 2 


(63,9) 


为解 ife 方程，我们用新变量 S 二 a :— c 〖， r ? = ar + ci 代换 a 、 和《•容 
易看出，用了这些变量，方程（⑬ ,:9) 变为 







对 I 积分这个方程，得到 9^/9 v - F ( v ) f 其中尸 0?) 是?7的任意函 
数，再积分一次,便得多=/ 〆 !)+ / 2 o ?)， 这里 , /i 和/ 2 为其自变 
量的任意 函数. 因此, 

^=fi(x—ct) + f 2 (x^-ct). (63. 10) 

.. * 

m 

平面波中的其它量( 〆 ， 〆 ，幻)的分布，也可以用同样形式的函数 

■ | - — « - •■ 

表不 • 

为明确起见，我们来讨论密虔//二/七一 cG + AO + d ). 若 
设/ 2 = 0,则有 〆 = / i 0 r — d ). 这个解的意义是明 显的: 在任何 
常数的平面内，密度随时伺而变化，而在任何给定的时刻，密度 
因 r 的改变而不同;但是，对于满足 z — 常数，或^ =常数+以 

的坐标 a ; 和时间密度是相同的.这就表明，如果在某一时刻 
尤= 0,某点上的流体密度取某确定值，那么，经过 时间纟 以后,密度 
的同一值就会在另一点上出现，而该点与原先那点沿^轴的距离 
为^声波中所有其它量也有同样的情况.所以，这种流动图象 
是以速度 c 沿着0；轴方向在介质中传播的， c 称为声速. 

这样 ，八 O — c <) 就表示沿 z 轴正方向传播的平面行波.显然， 
f 2 0 r + d ) 表示沿相反方向传播的波. 

在平面波内，速度 V — SJ <!> 的三个分量中，只有 V x = d < f )/ dx 不 
为零.因此，声波中的流体速度是沿着波传播的方向。由于这个 
原因，我们说流体中的声波是纵波. 

在平面行波中，速度〃 和压力/以及密度 〆 之间,存在 



着形式简单的关系.设《=/0—(^),可得2； = %/如=尸(0：—(^) 
和 〆 ==—(?<)• 对比这两个表达式，我们求得 



(63.11) 


根据 (63. 4) 式，用 ，= C V 代人上式,就得到速度和密度改变量之 
间的关系： 



(63. 12) 


我们再来说明声波中的速度和温度振动量之间的关系.已知 

• .. 

T ::: (工 T / 办) 〆 ，再应用熟知的热力学公式 ( 3 T / Jp ) s = ( T / c p ) ；< 

% 

公式（63_11),即得 

, • ••肇 «■ • » 

r ^ cpTvjc 9 1 (63. 13) 

其中，沒 =(1/ F )( W /^% 是热膨胀系数. 

公式 (63. 8) 是以流体的绝热压缩系数来表示声速的，而绝热 

压缩系数与等温压織系数的关系，可由下面的热力学公式给出： 

■ * . _ ■ • « . . • 

(- V \ = Cp (~^) . (63 U ) 

\ P/ v\pT 


现在来计算理想气体中的声速.«想气 本的 状态方程逄 pV^pfp 
= 其中，凡是气体常 么# 是分子量我们得到$速的表达 


式为 

(63.15) 

式中 V 表示比值4/〜①.因为 V 通常只是随温度略有改变，故可 
以认为气体的声速是和温度的平方根成 正比. 当温度给定时，它 
和压力无关. 

有一种很重要的情形即所谓单色波，其中，所有的量恰是时间 


①譫要指出：气体中的声速与分子的平均热速度为同一 量级, 



的周期(谐)函數.通常，这些函数更宜于写成一个复变 S 的实部 

(参看§24的起始处)，例如,可设速度势为 

^ = re [必。 (63.16) 

式中^是波的频率.函 数心满 足方程 

A^ 0 +^o = 0, (63.17) 

C 


该式是将 （63.16) 代入 ( S 3. 7) 后得出的. 

现考虑沿 z 轴正方向传播的平面单色行波.在这种波中，所 
有量都只是 x - ct 的函数，所以速度势的形式为 


彡 = re! Ac\p 


t — 


娜 


(63.18) 


式中， A 为一常数 ，称为复 振幅. 用实常数《和05将它表示为 
4 = 便得到 


ifi — acos 


ot^ra 


(63/19) 


常数《称为波的振幅，余弦函数的自变量称为位相.我们用 n 表 
示波传播方向的单位矢量，矢量 


2tc 


(63. 20) 


称为波矢.用该矢量表示 ，（63. 18) 可以写为 

<^ = re { i 4 exp[t ( fe - r — <»0]- (63.21) 

单色波是非常重要的，因为无论什么波都可以表示成具有各 

■ 

种波矢和频率的平面单色波的叠加.一个波分解成许多单色波, 
就是展成一个傅里叶级数或傅里叶积分(也称为谱分解).这种展 
开式的项称为波的单色分最或傅里叶分置. 


问 


问驪1 一个坻乎均匀的 f 相系，由蒹汽及*坪于其中的小液滴 <“湿蒸 


汽”)或由液体及其中的小蒸汽泡所组成.设声波的波长比体系不均匀性的 
尺度大得多，试求该体系中的声速. 

解： 在二相系中，？和 T 不是独立变量，而是由两个相平衡方程式关联 
的.体系的压缩或稀疏总伴有一个相到另一个相的转变.设 r 是体系中第 
二相所占的百分比(按质量计算)，我们有 


«= ( l ^ x ) St^XSz, 


V^(l~x)Vi+xV 2 , ( 1 ) 

* 

式中，下标1和2用以区别纯属第一相和第二相的有关量.为了计算导 
数 (9 VI 9 P ) ,，我们将其自变量由 s 变换到？, 6得到 


:) m ( g)n 


于是，以 (1) 式代入，就给出 



+ (1 — x ) 


^dVj 

Jdp 



( 2 ) 


利用公式 (63 J ), 可从 （1) 和 (2) 两个式子求出声速. 

把上面对扭力的全导数展开，引入由第一相转变到第二相的潜热 [?=t 
(&—«,)], 并利用克拉珀龙-克劳修斯方程,求出沿相平衡曲线的导数#/從 
： dvldT ^ p / T ( V 2 - V l n , 我们就得出<2)式中第一个方括号内的表达式，其 
形式为 




m r 1 


对第二个方括号，可作类似的变换. 


设第一相是液体，第二相是蒸汽；并假设蒸汽是理想气体，比容 h 与比 
容 h 相比可以略去不计.如果 a :« l ( 液体中含有一些蒸汽泡），则可求得 


声速 

g^pVi 

0= RT^c^f' 

式中，及是气体常数, m 是分子量.一般说来，这个速度是很 小的. 因此, 
液沐中形成蒸汽泡（空穴现象)时，声速会突然急剧下降， 

如果 (1 一 a ;) 《1(蒸汽中含有一些液滴)，就得到 


(3) 

当 


1 二 M 2 c Pz T 

c 1 一 W q 


w 





将此声速和纯气体中的声速 (63. 15) 对比，我们发现，此处由于加进第二相也 
使 c 值咸小,尽管戚小得并不显著. 


当 z 从0增大到1时,声速从(3>式的值单调地增大到 (4) 式的值.对于 
z = 0 和 ar -1 来说,当系统从单相系转变为二相系时，声速就会发生跃变.其 
结果是，对于非常接近于零或1的 a : 值，即使声波是小振幅的，也不能再用通 
常的线性声学理论；在这种情况下，声波产生的压缩和稀疏将伴随有单相系 
和二相系之间的转变，因而声速为常值的基本假设就不再继续成立了. 

问题2设将气体加热到很髙的温度，以致平衡黑体辐射压力变得与气 


体压力大小相当，试确定此时气体中的声速. 
解： 压力为 


p—nkT 


^^akT A 

4 



而熵则是 



在这些表达式中，第一项与粒子有关，第二项与辐射有关；》是粒子的数密 
度, m 是粒子质量, Ar 是坡耳兹曼常数，且有 


4n 2 k B ® 
o =- 

45禿 V 


物质的密度不受黑体辐射影响，所以 P = 这里，用 ** 表示声速以区别于 


光速 c ， 于是， 


、 沒(沪，汶 ） = 9 ( V ，这、 /^(Pf 

式中的导数已写成雅可比行列式的形式.计算出这些雅可比行列式后，我 a 


得出 


鉍 2 = 


5ifeT 


3m 


1 + 


2W 1 


5»(«+2 a ! T 3 )」 


①例如，参看幻 aft ’？ ㈠ caZ Pergamon Press , London , 1958, § 60 

(中 译本: H 朗逋, E . M . 栗弗席兹著, < 统计物理学 > ，杨 i ) SJ 恺等译，人民教育出版社， 

Wi ) 9 


t 




§64- 声波的能最和动蛋 


现在来推导声波能量的表达式.按照一般公式，单位体积流 


体的能量是 + 现以 p = p 0 + p ', 


代入，其中 


带撇的字母表示有关量偏离流体静止时相对应量的值.项 p f v 2 /2 
是三阶小量，因此，如果最髙取到二阶项，就得 


因为声波是一种绝热过程， 这些 导数要在等熵条件下计算.由热 
力学关系式 d (^ Tds ~ TdV ~^ Tds + ( p / p 2 )dp 可得 


^(pO 


e -f — = Wy 

p 


因而，二阶导数为 

~^ 2 ( pO 

rw ~ 


s 




2 


这样，单位体积流体的能量为 


Po^o^- Wop f -f -~ 


2 


Po 


Pov 


这个表达式中的第一项 P ^ D , 是当流体处于静止状态时单位 

M 

体积流体的能量，因而与声波无关.第二项叫 〆 ,是由于单位体 

■ 

积中流体质量的变化而引起的能量变化.如果我们计算整个流体 
体积中能最的积分而得出总能量，则该项在总能量中将不出现，因 
为流体的总质量是不变的，即有 

« m 产 

• pdV= p dV , 歲 p f dV = 0. 

午是,由于声波而引每的流体 a 能暈的改变斡可以从下列积分 
求得： 




被积函数可以看成是声能的密度於 

I • 

E +~ 2 ~ C ^ ~ • ( 64 . 1 ) 

如果是平面行波，这一寒达式的形式将更为简单.在这种声 
波中， P ' = PoWc [参看 (63.12)], (64.1) 式中的两项相等,因而有 

E = PqV 2 . (64. 2) 

在一般情况下，这个关系式是不成立的.不过，对于总声能的（时 
间)平均值，我们可以得到一个类似的公式.根据力学上一个熟知 
的普遍定理，即小振动系统的平均总势能等于其平均总动能，就可 
直接得出这个公式.因为在此情况下，平均总动能为 

■ —■ 

\\p^dV f 

并可求得平均总声能为 

EdV^\ p yiiV. ( 64 . 3 ) 

如果把一个非单色波用一系列单色波来表示，则其平均能量 
就等于诸单色波分量的平均能量之和.因为，若 t 表示为具有不 
同频率的各项之和，则7将包含每一项的平方以及不同频率项的 

♦ 4 

乘积.这些乘积项含有形式为的因子，它们是时间的周 
期函数.而周期函数的平均值为零，所以这些项都等于零.于是, 
平均能量只含有单色波分量的均方项. 

其次，我们来考虑某个有声波传播于其中的流体体积，并求通 
过包围该体积的封闭曲面的平均能量通量.根据 （6. 3 )式,流体中 

的能量通量密度是在目前情况下,可略去沪项，因 

为它是三阶项.因此,声波中的平均能量通量密度 就是^•把 
災二叫十 u /, 代入，便得到 ' pw %) =■ w ^ pv ^ pu ) r v . 如擒的变化 W f 为 



小量，则有 W 二（如/办)又因 O / 办) fi / p ， 就得到《/ = 

• A. • ， . 

p '/ p 和干是，通过上述封闭曲面的总能量通 

. • - - ，•：••. • ■ • ， _ • 

量等于 


然而， 由:于 在所考虑体积中流体的总量 平均来 说是不变的,所以通 
过封闭曲面的质量通量的时间平均值就一定等于零.因此，能量 


通量 简化” J 

ofwdf. 

可见，平均声能通量应以矢量 

' 蒙 

髻 _ _ - 

q = F^v 


来表示. 

容易证明有下列关系式: 


9 E 

dt 




(fv) ~ 0 . 


(64. 4) 

» • 


(64.5) 


正因为有这种形式，该方程就表示声能的守恒定律，而其中的矢量 
勾=^幻应理解为声能通量.因此，此式不仅对于平均通量成立， 
而且对于任何瞬时的通量都是成立的. 

在平面行波中，压力改变量和速度的关系为 / = 引用 

沿波之传播方向的单位矢量 n (它与速度 I 方向相同），可得 

q = cpoV 2 n t 或 q ~ cEn , (64.6) 

因此，平面声波中的能量通量密度等于能量密度乘以声速，这是意 

料之中的结果. 

现在来考虑这样的声波，它在任何给定的 吋刻 占据空间一个 
有限的区域①（波包)，要求出声波中流体的总动量 • 单位体积流 


t 


①该区域处处都不以固壁为 边界. 

io • 



体的动量等子质量通量密度把 p 二 代入，即得 
J^PoV i - p f V . 而密度变化和压力变化的关系是 /0'= P 7 c 2 •利 
用 (64. 4) 式，我们就得到 

k ^ . ■ - * 

- j = PoV + ^ L . (64.7) 

; • ， • .‘ . • • . n • 

； - & ’ •-- ， ， 

■ « n 

■ • - ■ 

由于声波是有势流，可将速度写成1 = 应当着重指出：这一 

结论并不是§ 63中推导线性运动方程时所作近似处理的产物；因 
为导致 Vxr = 0 的解本身就是欧拉方程的一个精确解.所以 ， j = 

PoW + a / c 2 . 声波中的总动量等于在声波所占体积上的积分 f 力 
▽多的积分可以变换为一个曲面积分， 

* 

因为在声波所占体积之外，4值为零，故上述积分应为零.所以， 
声波的总动量是 

jdV =^2 (64. 8) 

J 0 j 

一 般说来，这个量不为零.非零总动量的存在表明有物质的迁移. 
因此,我们得出 结论: 声波包的传播伴随有流体的迁移，这是一个 
二阶效应（因为 g 是二阶量). 

最后，我们来计算声波中压力变化 〆 的平均值.在一阶近似 
中，和通常的线性运动方程相对应，/是一个周期性地改变符号的 
函数，因而/的平均值是零.但是，如果取更高阶的近似,这一结 
果就不再成立.假如我们只取到二阶 t , y 可以用从线性声学方 
程算得的量来表示，这样就用不着去直接求解由于考虑了高阶项 

而得出的非线性运动方程. 

& 

我们从伯努利方程邛/以=常数出发，并取其时间 
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平均值.时间导数％/以的平均值是 零①. 再设 + 并 

把叫放进常数中去，就得到&二常数.我们设波在无限体 

积的流体中传播，并且在无穷远处衰减掉，即％ W 等在无穷远处 
为零.既然常数在整个空间都相同，显然它一定为零,于是有 



然后，我们按 〆 的幂展开 U /， 并且只取到二 阶项: 



(64. 9) 


由于(⑽/办 h = l / p , 就有 

a 

Po 2pi\ dp A Po 2c 2 pi 
将它代入 (64. 9) 后，得出 

—— 1 一 vr V f2 1 —— r 2 n f ^ 

V* ~— 2~Po^ + 2p c 2 ~— —po^ 2 + - ~ 5 (64, 10) 

上式给出了所求的平均值，右边的表达式是一个二阶1,它可以利 
用从线性化运动方程的解求得的 〆 与於 计算出来.平均密度为 

^< w )/ + ¥ Mr - (6411) 

如果在所讨论的体积中，声波可以看作平面行波，那么 

二 C〆 //)。， 从而 v T = c 2 p 7 T / pJ , 表达式 (64. 10) 变为零.也就是 
说，平面波中的平均压力变化是高于二阶的效应.但是，密度变化 


①按照平均值的一般定义，可得出任意函数 /(<) 的平均导数为 


济 —l.m 丄 f 

' rifi T —oo S 


dt t^ 2T ) _ T dl 


2T 


如果对-所有的 i 值，/⑴保持有限值，则极限值为零，从而 f =0. 
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办 §) 5 ? 2 并不为零[顺便提及，导数 （ Pp / 办 S ), 实 

际上总是负的，因此行波中 7<01 在相同的近似程度上，我们得 
出平面行波中动量通量密度张量的平均值为 

mmm ， ■ ■ ■ ■■ * • 夢 ， 

?<5i* + pvjv k = p 9 d ik -\ - p 0 ViV k . 

第一 项是平衡压力，它和声波无关.在第二项中，引用 t 方向的 
单位矢量 n (和波传播的方向相同)，并利用 （64.2) 式，就得到声 
波中的动量通量密度为 

n <fc — EriiU ^ (64. 12) 

如果波沿$方向传播，则只有分量不为零，因此，在这 
种近似程度上,平面声波中的平均动量通量只有 z 分量，它沿着 z 
方向传递. 


§65. 声波的反射和折射 

当声波入射到两种不同流体介质的边界上时，要受到界面的 
反射和折射.这就是说，除 了入射 波以外，还会产生另外两个波：一 
个 (反射波) 从分界面上返回到第一介质中传播，另一个 (折射波) 
则传播到第二介质中去.结果，在第一介质内是两个波 (入 射波和 
反射波)的合成，而在第二介质内只有一个波，即折射波. 

这三个波之间的关系，由分界面上的下述两个边界条件确 
定：在边界的两侧，流体的压力相等，间时，界面的法向速度分量 
相等. 

现在来考虑单色纵波 ft 两种介质的分界平面上的反射和折 
射，并且将该平面取作 P 平而.不难看出，这三个波都有相同的 
频率 o 以及相同的波矢分 fib , 匕，但是，垂直于分界平面的波 
矢分量 h 是不相同的.因为，在无限的均匀介质中，具有不变值 
fe 和^的单色波满足运动方程.边界的存在只是引进了若干边界 

* • i s . ■* • 



条在上述情况下，这些条件是加在 怎=0 的平面上的，就是说, 
它 与时间或坐标无关.因此，在 整个空 间和时间中,解式对\ 
衣和2 的 依赖关系应保持不变，即 Icy , h z 和入射波中的相应各量 
应当 相同. 

从这一结果，我们可以直接导出决定反射波和折射波传播方 
向的关系式.设入射波所在平面为平面，则在入射波中 
匕=0,并且该式在反射波和折射波中同样成立.于是，三个波的 
传播方向是共面的. 

设0为波的传播方向与: T 轴之间的夹角，那么，由于在入射波 
和反射波中的 

彼此相等,就得到 

(65. 1) 

即,入射角~等于反射角％ • 从关干入射波和折射波的类似等式 
则可得出 



(65. 2) 


它给出了入射角^和折射角 I 之间的关系0,和0 2 是两种介质中 
的声速). 

为了得出三个波强度之间的定量关系，我们可将各有关速度 


势写为 

(jti — AiexplicoKx / c^cosOi -f ( y / ci ) sin 氏 一 /]}， 
i / f [ ~ A \ exp { ico [^ ( — xjcy ) cos^i + ( y ! c \) sin 沒 i — 《]}， 

<j>2 — i4 2 exp {ico\^(x/c 2 ) COS 02+ (y ! c z) sin 沒 2 — 《]}• 

在分界面 0 r =0) 上，两种介质中的压乂幼“一和法向速 
度% Idx) 必须分别相等；这些条件导致了下列 等式； 

pi (^1 + — pzAit 


- t4 f 



cos B x 
C \ 


{A x -A\) 




COS t7 2 
C 2 


2 • 


我们定义反射系数 i ? 为反射波和入射波中（时间)平均能量通量密 
度的比值.因为平面波中的能量通量密度是 cp 〃 2 , 故有 


R 


£ iPl£i 
Ci PiV 


/2 


\A[\ 

RTF 


经过简单的计算可得 


R 


p2tg0 z ~pitg6 
P2^2+ P\^0 


) 2 - 


(65. 3) 


角心和心之间的关系由 （65. 2) 式表示，将 I 用0,表出，就可以 
把反射系数写成如下 形式： 


R 


P2 ^ 2cos 0 \ — P \^/ ——^2 sin 2 沒 1 


p 2 c 2 cos0i+ pi ^/c\~cl sin 2 ^i 

在垂直入射的情形(仏 = 0), 这一公式简化为 


(65. 4) 


R 


p 2 Cz ~ PlC \ 
P2^2 + P\C\ 


2 


(65. 5) 


当入射角满足条件 


tg 2 ^i 


pjgj-PiCi 
Pi {c\—c\) 


(65. 6) 


时,反射系数为零，即声 波被全 折射. 如 〜> c 2 , 但，或 
者这两个不等号都反过来,就会发生这种完全折射. 


问 


题 


试求两种流体界 面上由声波而产生的压力. 

解： 反射波和折 射波的全部能量通量之和必须等于入射能量通最•取 
分界面 上每单 位面积的能量通量，这一条件可写为 c l E lG os 9 l ^ c 1 E [ cose^r 

c^cos ‘其中，及, 抝和尽 是三 种波中 的能量 密度. 引入反 射系数 

可，即得 

% 


E% — 


CxcosOi 

CgCOsOi 


{1- R ) E X . 
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所求压力 多可 用单位时间内由声波引起的（边界的单位面积上)动量： r 分:1： 
的損失来确定.利用声波中动量通贽密度张量的表达式 (64.12), 我们求出 


p=^EiCos 2 ^i + £Jicos z 9i — E z cos z 0z^ 

代入瓦的式子，引用圮再利用 (65. 2) 式,就得到 

^=i?isin^iCos^ l C(l+^) ctgOi — (l — R) atgO%]. 


在垂直入射(匕 = 0) 的情形下，利用 （65. 5) 式可得 


2E t 


p\c\ -h pi cl ~2p 1 p z c 2 i 


(piCi + P^Cz) 


z 


§66. 几何声学 

平面波有一个特有的性质，即波的传播方向和波幅在整个空 
间保持不变.当然，任意声波并没有这样的性质.然而，可能存在 
这样的 情况： 那里的声波虽不是平面波，但 在每个 小的空间区域 
内，仍然可以将它看作平面波.为此，在相当于波长量级的距离上, 
波幅和传播方向显然只容许有微小的变化. 

如果这一条件成立，我们就可以引进声线的槪念.这是这样 
一些曲线，在曲线任何一点上的切线方向，都和波传播的方向重 
合；于是我们可以说，声音是沿着声线传播的，而不去管它的波 
动性质.在这种情况下研究声音传播的规律，就是几何声学的课 
题.也可以说，几何声学对应于波长很小的极限情形，即 A — o . 

我们来推导几何声学的基本方程，它决定声线的方向.将声 
波速度势写为 

< j ) = aH (66. 1) 

在声波虽不是平面波但能适用于几何声学的情况下，波幅 a 是坐 
标和时间的缓变函数，而波的位相於则是“近乎线佳”的函数（我们 
知道，在平面陂中，^ k-r -cot \ a , fc 和^为常数）.对于小空 

K 2 域和短时间 W 隔，位相#可以展成级数；取到一阶项，我们 
有 


♦ 


16 ? 



妒 = 於 o + r •▽垆+之 


30 


报据声波在任何小空间区域(和短时间间隔)内可以看作乎面波这 


事实,我们定义每一点上的波矢和波频为 



三龍 CO 


drp 


( 66 . 2 ) 


量分称为程函. 
在声波中有 


k 2 - kl^- hi + 


代入 (6 (L 2) 式，就得到几何声学的基本 方程: 




4 


[9 tY 1/邱、 2 一 

\2z) c 2 \9t J 


0_ 


(60. 3) 


如果流体是不均勻的，系数 i / y 为坐标的函数. 

我们从力学中知道,质点系的运动可以用哈密顿-雅可比方程 

* 

确定，这种方程象 （66. 3) —样，是一个一阶偏微分方程.类似于分 
的 i 是质点的作用量而作用量的导数则确定动量和 
质点的哈密顿函数（能量） 丑二一 这些公式类似于（郎.2) 

式.我们还知道，哈密顿-雅可比方程等价于哈密顿方程组： 


P 


2 H 

2 r y 


9 H 

W 


从上述关于质点力学和几何声学之间的类比，我们可以写 出关子 
声线的类似方程为 


do 

dr 


d CO 

w 


(66. 4) 


在均勻的各向同性介质中，其中^为常数，所以 

cn ( ti 为 fc 方向的单位矢量)，正如我们预期的那样，声线是以不 

变频率沿直线传播的. 

当然，凡是在定常条件下，即介质的性质在空间每一点都不随 
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时间而改变时，沿着声线，频率总是保持不变的.这是因为，频率 
对于时间的全导数为 



dco 

dr 


+fe 


dk^ 


它表示频率沿声线的变化率.把 (66. 4) 式代入，把后面两项消去, 
而定常状态下又有 9 co/dt = 0, 所以“/说 =0. 

当声音在非均匀的静止介质中定常传播时 = 其中 c 是 
坐标的已知函数.方程组 （66. 4) 给出 


r = cti y k — ~ kSJc ^ (66.5) 

矢量 fc 的模 按照& 的简单规律 ( C 0 为常数）沿着声线变化.为 
了确定 n 方向的变化，可在 (66. 5 )的第二式中令 fc = om / c : 


由此有 


子 n, —(— • V c ) ~ — ksfc 9 


dn 

It 


=r — ▽c + 打 (n • v<?). 


引入沿声线的微元长度^ 说，就可以把这个方程改写为 

与 ?•== 一丄 VC + —( n . vc ). (66. 6) 

• (LI c c 

该方程确定了声线的形状. n 是声线的切向单位矢量①. 

如果解出方程 （66.3) 并且程函0是坐标和时间的已知函数, 
那末我们还可以求出声音强度的空间分布.在定常条件下，它可 
由方程 = 0 得出^ 为声能通量密度)，该方程在除声源以外的 
整个空间成立.其中五是声能密度[参见（6 4 .6)],并 


①由微分几何可知，沿声线的导数咖/沿等于; Y / A , 式中 7 V 是沿主法线方向 
的单位矢置，丑是声线的曲率半径.暂且不管因子 l / c , (66. 6) 式右边的表达式就 
是声速沿主法线方向的 导数. 因此，可以写出方程 l / i ?=-( l / c ) N _ Vc . 声线向着 c 
值较小的一方弯曲. 
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记住 n 是 fc 方向的单位矢量,就得到方程 


V* 




(66. 7) 


该方程确定了芯的空间分布. 

从频率对干波矢分量的已知依赖关系，应用 (66. 4) 的第二个 
公式，可以求出波的传播速度.这是一个非常重要的公式，它不但 
适用于声波，也适用于所有的波（例如，我们已经在§ 12中将它应 
用于重力波).这里,我们将给出这个公式的另一种推导方法,这将 
明显地揭示由此公式所定义的速度的含义.我们现在考虑一个 
波包， 它占据某个有限的空间区域.假设波谱的成分包含着一些 
单色分量，而各分量的频率仅处于一个小范围内；对于它们的波矢 
分量也作同样假设.设 ◦为 波包的某个平均频率，而&为平均波 


矢.那么，在某个初始时刻，波包就可用下面形式的函数来 描述： 

fj > = exp ( ifc . r )/( r ). (66. 8) 

函数 /( r ) 仅仅在一个小区域内明显地异于零(但该区域的线尺度 
与波长相比还是很大的）.根据上面的假设,它的傅里叶积分 
展开式包含 exp ( ir * Afc ) 形式的分量，其中 Afc 为一小量. 

这样，在初始时刻的每个单色分量为 

常数 xexp[f(fc + vfc ) •/*] (66. 9) 

对应的频率是 o(fc + Afc ) (记住频率是波矢的函数).于是，在时 

刻<，该分量就取以下 形式： 

常数 xexp [ i(fc + Afc ) -r-ico(k-rAk)t^ 

利用 Afc 为小量这一事实，将 6 >(fc + Afc ) 展成级数，只取前两 
项,得到 《(fc + Afc ) ( dcoldk ) . Afc , 式中， = 是对应于 


平均波矢的频率.因此，‘为 


分* =常数 x exp (fc . r —公 •( r—t 


dCQ 

ck 


( 66 . 10 ) 
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如果我们将所有出现于波包中的 Afc 值的单色分畺加起來， 
由 （66. S ) 和 （6(3. 10) 式，就可知道结果为 ' 

0 二二 exp[f (fc.r—6)0]/(r— < 言 -), (6fi.l l) 

其中/是 (66. 8) 式中的同-•函数,与 （66. 8) 式对比,可知在经过 
〖时间后，波幅分布的图象整个地移动了一段距离 t ， do 執 
(66. 11) 式中/ fW 的指数因子只影响位相.因此，波包的传播速 
度为 



( 66 . 12 ) 


这一公式给出了对^与 fc 的任何一种依赖关系均适用的传播 
速度① .当 o = 且 c 为常数时，这公式当然就给出 U ^ oy / k^c 
这一 通常的 结果.一 般地说，当 o ( fc ) 为一任意函数时，传播速度 
是频率 的函数 ，并 且波的传播方向可以不同于波矢的方向. 


问 题 

设声音在处于重力作用下的等温大气中传潘，试求其振幅随髙度的 
变化. 

解： 在（被看成是理想气体的）等温大气中，声速为一常数.显然，沿声 
线的能量通量密度以与声源的距离的平方成反比这一规律而戚小： cp 7 2 
〜 l / r 2 . 由此可知，声波中速度涨落的幅度，沿声线以反比于的规律 
变化，•根据大气 茁公式 P 〜 — 其中 2 是髙度，"是气体的分子 

量，丑是气体常数. 


①由 (66. 12) 式定义的速度称为波的群速度，比值⑺ / A ： 称为相速度.然而必须 

记住，相速度并不对应于波的实际物理传播. 

关-丁*上述推导，要强调指出的是 ，（ 66 .. n ) 式所表明的波 a 在运动中形状不变（即 
不改变波幅的空间分布），是在范围很小这一假设下所得到的近似结果.在一般情 
况卜'，当 f / 与0>有关时，波包在传播期间向外“展平”,并使波包所占空间区域增大•可 
以证明，这种 “展乎 •’的程度，正比 T 谀包成份中的飫矢范围的平方庳， 
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S 67. 声眘在运动介赓中的隹播 


频率与波数之间的关系二 CA , 只对静止介质中传播的单色 
声波才成立.对于在运动介质中传播(在固定坐标系中观察)的声 
波，也不难得出一个类似的关系式. 

我们考虑速度为 u 的均 勻流.取一个坐标为％ y , 3的固定 
参考系尺,并取一个坐标为 f -且相对于兄以速度 u 运动 

的参考系 X '. {E K ， 参考系中，流体处于静止，因此，单色波的速 

度势可取通常的 形式： 必 二常数 xexp [ i ( fc ， r ' — 幻<)]. 7 T 系中 
的矢径 r ' 与欠系中矢径 r 的关 系为 〆 二 r — w 纟.于是，在固定坐 
标系中，声波的速度势具有这样的形式：必=常数 xexp { i [ fc * r — 
( kc -^ k - u ) f ]}, 指数中 《的 系数即为波的频率这样，运动介 
质中的波频与波矢 fc 的关系为 • 

(o — ck-\rtl*k. (67. 1) 

传播速度为 

蝥 -4 伟； （ 67 . 2) 


这是 fc 方向的速度 C 与速度 W 的矢量和，而声音正是以速度 W 随 


流体运动. 

利用公式 (67.1), 我们可以研究所谓多普勒效应：由一个相 
对于声源而运动的观察者所接收到的声音频率，不同于声源振动 


的频率. 

假设有一个以速度《运动的观察者，接收到由一个静止声源 
(相对于介质而言)发出的声音.在相对于介质为静止的参考系^ 
中，有 A = o ) o / c , 其中公。是声源振动的 频率. 而在随观察者一起 
运动的参考系夂中，介质以速度 _ M 运动，于是按照（ 67 . D 式，声 

音的频率为 u . fc . 设速度 W 方向与波矢 fc 方向之间的夹 
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兔为0, 并且令 A 二吻 / c , 就求得运动观察者所接收到的声音频 
求为 

CO = CD^l-~ (w/c) COS0]. (67.3) 

在一定意义上说，与此相反的情况 是：由 运动声源发出的声波 
在静止的介质中传播.设 ti 是声源的速度，并假设从固定坐标系 
变换到随声源运动的坐标系瓦%•在坐标系 ir 中,流体以速度一 w 
运动.在声源处于静止的坐标系疋'中，所发出的声波频率一定等 
于声源的振动频率％.改变 (67.1) 式中 u 的符号，并引用 w 方向 
与 k 方向之间的夹角0 ,就得到 cD 0 = ck [ l ~( u / c ) c , sO ] t 但是，在 
原来的固定坐标系瓦中,频率与波矢的关系是这样，我们 
就有 


COo 


—— («/c)cos 汐 


(67. 4) 


这一公式给出了运动声源的振动 频率叫 与静止观察者听到的声 


音频率 0) 之间的关系. 

如果声源作远离观察者的运动，则声源的速度和声源到观 


察者的连线方向两者的夹角将处于的范围内，所以 

cos 6>0 t 于是由 （67. 4) 式 得知: 如果声源作远离观察者的运动, 
听到的声音频率将小于吻. 

反之，如果声源正在逐渐接近观察者，则 O <0< a /2, 从而 
COS 0〉 O . 于是，频率 o >00,且随着的增大而增大.当 WCOS 0> 
c 时，按照公式 （67. 4), 6) 将变成负值，这表示观察者所听到的声 
音实际上是以相反的次序到达的，也就是说,声源在任何给定的时 
刻发出的声音，比在以前时刻发出的声音更早地到达观察点. 

§ 66—开始就指出，几何声学近似对应于波长很小（即波矢值 
很大)的情形.为了做到这一点,声音频率一般说来必定很大.但 
是在运动介质的声学中，如果介质速度超过了声速，则后一个条件 
- ZZ • 



諕本一定薷要满足.因为在这种情况下，即使频率 为孝， &也可 
以很大，•由 （67. 1) 式,可得 o =0时的方程为 

ck — — u * fe , (67.5) 

并且，当时,这个方程是有解的.这样,在以超声速运动的介 

‘ * * 

质中，（如果&充分大)就存在着可用几何声学描述的定常小扰动. 
这意味着这些扰动沿声线传播. 

例如，我们来考虑以不变速度 U 运动的均匀超声速流， W 的方 
向取作 Z 轴方向.让矢量 fc 处于抑平面内，其分量之间的关系 
为 

( a 2 一 c 2 )hl = c 2 k \. (67. 6) 

该式是由方程 (67. 5) 两边取平方得到的.为了确定声线的形状, 
可利用几何声学方程 (66. 4), 于是有 

dk x f y dk f 

将其中一个方程除以另一个方程，得到 

dy _ dco / dk y 
dx Tco/ckr 

但是，根据隐函数的微分法则，这个关系式恰好是频率不变 C 现在 
是零)条件下的导数 一 于是，从 L 和 h 之间的已知关系 
确定声线形状的方程为 

包^一^ 、67.7) 

dx dk y 

把 (67. 6) 代入上式，得到 

却 _ + c __ 

~ dx ~ 

如果 M 不变，这一方程代表两条与 T 轴交成士05角的直线，而 sin « 
— cju. 

在气体动力学中，这些射线的概念是十分重要的.我们将重 
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新給予详细的妍究，尤其应参看 §79, §96 和 §109 



问理设声音在定常运动的均匀介质中传播，介质速度分布为 u ( x ， y ， 
Z ) , li u《c 处处成立， 试:导 出表示声浅形状的 方程夂 

解 以 （67. 1) 或代入 （ S 6. 4), 就得到下列形式的声线传潘 方程: 

k~— (k^)u~kx (yXu) , 

論 

r^v ~ ck / k ^ u , 

利用这些方程以及 


十 1 es ? u + * y ) u — (^.▽)11免冬(灸.\7)" 

at at h 


算出导数^知 )/“， 并且 H 保留到 u 的-阶项，结果为 d ( kv )/ dt ^- kvnX(V 
Xu ) $ 其中 n 是方向的申•位矢量.但是以如）/心二# Vhvdnfdt . 

又因为 rt 与如/心是正交的(因为" 2 = 】 ，所以 nm = 0), 由 I :而的方#即可 

得出 《 = -nX (VXu). 引用沿声线的微元长度 dl^cdt 9 Uc^ 4 ^W\ 

会 = — 丄 nX (▽Xu). O) 

dl e 

这方程就确定了声线的形状; n 是单位切向欠量（并且不再与 ☆ 同向) . 

问 *2. 试确定具有速度分布为心=«( 2 )，的运动介质中声 
线的形状. 

解： 将问題】中的方程 （]) 展开，得到 



因为 n *=〗， 所以无需写出 XTK 的方程.第二个方程给出 心二 沿数 
在第个 方程中，令是，绎过积分得出•这 


些公式就是所要求的解. 

假设 2-0 时速度 W 为零,并 r 向 h 递增0»/私>0),如朿声音是“逆风” 
传播(》*<0)，它的迹线就会向卜.弯曲；如果是“顿风”传播，它的迹伐就向下 
弯曲，在后种情况下，■条从^ 0出发，并与 ar 轴成 小 角度(即〜，。楼 
近于】）的声线，只能上升到有限的卨度这…卨度 " n 卜算如下：在 


①假设仅当速度《在远大于声音波长的距离上才发生显著的 改变, 
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高度，声线是水平的，邱 1 = 0, 于是有 

• « _ 

^« >r ,o+«y,o 4 - 2 w x . 0 ~~ 1 , 

c 

所以 2n x , 0 ? i ( z mtx ) fc = n z , 2 o , 由此，就可以从给定的函数 aO ) 和声找的初始 
方向 n 。 求出 2 mlx . 

问超 3. j 式求出定常运动介质中声线的费马原理表达式. 

解： 费马原理是说，在两个给定点之间沿声线所取的积分『为一 

极小值；假定式中的是以频率《和声线方向 n 的函数表示这一函数，可 
以从关系式 «- cA 4 «.fe fO vn ^ ck / k + u 中消去”和左以后求得，于是，费 
马原理具有下列 形式： 

彆 

3() 甲 1 • di) j (c 2 —u 2 ) =o. 

在静止介质中，该积分简化为通常的表达式+ 

§68. 本征振动 

迄今，我们只讨论了无限介质中的振动.特別是，我们知道了 

% 

可在这种介质中传播任意频串的波. 

当我们研究有限尺度容器中的流体时，情况则大不一样.运 

动方程本身(波动方程）当然是不变的，但是，这些方程现在要补充 

一 些边界条件，而这些条件必须在固壁或是流体自由表面上得到 

■ 

满足.这里，我们只考虑所谓自 由振动 ，即在没有交变外力作用时 
所发生的振动.由外力作用而产生的振动称为受迫 振动. 

在有限体积的流体中，运动方程并不是对每一频率都存在满 
足相应边界条件的解，这种解仅对于一系列确定的频率 o 才存在. 
换句 IS 说，在有限体积妁介质中，自由振动只有在某些特定频率下 
才能产生.这些频率称为有关容器中流体的本征 频率. 


① 参看 T 以 Classical Theory of Fi elds , Addison-Wesley Press, Cam¬ 
bridge (Mass),195],§7- 】 （中泽本 : ； LA • 朗道，栗弗席兹著 , 《场论 》 ，任朗、袁 
炳，淖，人呙教_串胝社，1 959) ， 


本征频率的实际数值决定下容器的大小和形状.在任何给定 
的情况 F , 都存在一 组无限 序列的本征频率.为了求得这些值，必 
须将运动方程和相应的边界条件一道加以研究. 

从尺度上分析，就立刻可以知道第一个（即最小的)本征频率 
的数量级.问题中所给出的具有长度量纲的参数唯有物体的线尺 
度 Z ,因此显而易见，对应于第一个本征频率的波长—定是 Z 
的量级.于是，用声速除以波长，就得到 频率叫 本身的量级. 
这样， 

〜 I ， co\ 〜 cl I • ( 68 . 1 ) 

现在来确定本征振动的运动特性.如果我们寻求关于（比如 
说）速度势波动方程的解，它们具有时间周期性，其形式为必= 
从 x ’ WS 则得到关于的 方程： 

△4。+ ~ y 必。 = (68.2) 

C 

在无限介质中，不需要附加什么边界条件，这个方程就可以具有实 

解和复解.特别是，它有一个正比于的解，其速度势的形式为 

0 =常数 x exp[S d )]. 

这样的解，代表以确定速度传播的波一•行波. 

然而，对于有限体积的介质，一般说来，复解是不存在的.这 
从以下的分析可以看出 .‘满 足的方程是实数型的，边界条件也是 
实数塱的.因此，如果是运动方程的一个解，则其复共 
轭函数 M 也是一个解.但由于一般情况下满足给定边界条件的 
方程的解是唯一的①(常数因 - P 除夕卜),一定有抑=常数 x ^, 其 
中的常数为…复数，其模数显然为 1. 于是，必有么 
c 、式中函数/和常数 a 都是实的.这样，速度势0的形式(取 


①当容器的形状具有高度的对称性时（例如球形)，这种说法就 不一定成立, 




的实部)为 

<f)=f(x, y f z) cos (cot -fa). (68. 3) 

也就是说，它是某个坐标函数和时间简谐函数的乘积. 

这种解的性质，与行波的性质完全不同.在行波的情况下，多 
=常数 x . C os ( fc*r — 6^+ a ); 除了 正好相差波长整数倍的那 
些点以外，空间诸不同点在任何给定时刻的振动位相 h r ~ cot ^ 
a 都是不同的.而在 (68. 3) 式所表示的波中，在任何给定的时刻, 
所有点的振动位相 W + a 都相同.这样的波显然不会“ 传播”，所 
以称之为 驻波. 因此，本征振动都是指驻波. 

现在来考察一种乎面驻声波，其中所有的量都仅仅是一维坐 

标(比如 z ) 以及时间的函数.把= 0的通解写成 

參 

acos ^ yxH - 就得到必 = flcos ( a ^ + cc ) cos (| a :+#). 适当选择 

^和< 的原点，可以使 a 和尸为零，于是有 

<h =acos cotcos —— x. (68. 4) 

c 


关于波中的速度和压力，可求得为 


9^ 

dx 


coscotsin 




c 


c 



d<f> 

^di 


—pa<osir\cot cos 



在相距为 w/o 的怎=0, jtc /< d 9 2 jtc / co f …诸点上，速度”始 

终为零;这些点称为速度的节点，两节点之间的中点 O 二 
Znc ：2 co r -) 是速度随时间变化幅度为最大的点，这些点 称为膣 
点. 显然，压力/的波节和波腹正好和上述位置相反. 因此，在 
平面驻波中，压力的波节正好是速度的波腹 ，反之亦然. 

丰征振动有一个有趣的情形，即气体在开有一个小孔的容器 
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内振动 (共振器). 我们知道，在一个封闭容器中，最小的本征频率 
足 C " 的量级，其中 Z 是容器的线度.但是，当有一个小孔时, 
就会出现小得多的新本征振动频率.这是因为，如果容器内外的 
气休出现一个压力差，这个压力差将会被气体流进或流出容器的 
运动所平衡.于是，就产生了伴有共振器与外部介质之间的气体 
交换的振动.既然孔很小，这种交换就只能缓慢地进行，因而振动 
周期很长，相应地频率也就很低(参看本节问题 2). 至于发生子 
封闭容器中普通的振动频率，实际上是不会由于有了一个小孔而 
有所改变的. 


问 題 

问 S 1. 甙确定盛有流体的 K ： 方体容器中声波的本征频率. 
解：我们寻求方程 (68. 2) 具有下述形式 的解： 

必 o = f 當数 X cos qx cos rycos sz f 

其中， + + 在容器壁上，边界条件为 

二事= 0, (X = 0 f a )； 

efX 

9(/>/dy — 0 f (y=0,5 )； 

9( f >/3 z ^0 y ( z ~0 f c ). 

其中， (7,6 ，C 为长方体的边长.子是，我们求得 



其中，是任惫整数，这样，本征频率为 

问題 2 . 共振器的孔口固连一根截面积为长度为 Z 的细管，试求其 
本征顿率. 

解: 因管子很细，在研究由子气体从容器中流进、流出而引起的振动时, 


①公式中 V 前面的 C 为声速.一一中译者珠 
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i 吋以瘕 设只有钤了 - 甩 的气体冇明显的迚度，而荇葱中的气体则儿宁•处午 
静止.管内气体的质贷是汉 〆，作用在它上面的力为汉(/>。一 p,；fi： •中 丨和 
分别为典振器内外的气体压力.因此，必须满足 ^oM==/ST(?—A ), 这里 r 是 
管内气体的速度.压力的时间导数可由 P = c 2 /) 求出，而单位时间内共振器 
中气体密度的减 小量一 P, 则可认为等于每黾位时间内离开共振器的气体质 
量^^除以共振器的容积 K, 于是有 p= —c 2 ^pWF, 由此得 

p — ~c 2 SpvjV ~ — c 2 S(p~p 0 ) ! IV\ 

该方程给出 ？一 h = 常数 XcostM , 其中，本征频率此值与 C/L 

相比为一小量 （L 是容器的浅尺度），可见陂长远远大于厶. 

在求解这--问题时，已经假设了管内气体振动的线振幅远小于管长之 
假如情况不是这样，则振动将伴随有较大部份的管内气体流出细管，此时就 
不能应用上面所用的线性运动方程了. 


§69- 球面波 

现在来研究一种声波，其中密度、速度等的分布只依赖于离某 
一点的距离，就是说，这些量的分布是球对 称的. 这种波称为球 

面波. 

让我们先来求描述球面波的波动方程的通解.考虑速度势的 
波动方程因为必只是离球心的距离 r 和时间《 

的函数，利用球坐标系中拉普拉斯算符的表达式,就得到 

我们寻求形式为必 的解. 代入方程，经过简单的计算，就 

r 

得到关于/的下列方程： 

3 2 /_ 6 . 2 3 2 / 

9 P '' 

这正好是以半径『作为坐标变量的通常的一维波动方程.我们知 
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遺，这个方痤的解具有下面的形式 •. 

f 二 fi(ci — r ) 十 / 2 ( c /+ r )， 

其中广和/ 2 是任意函数.于是，方程 (69.1) 的通解为 

必二心乂^ 二 7 ^十 尨 （ d + r ) . (69.2) 

r r 


第- •项表 示从原点向空间所有方向传播的出射波，第二项则表示 
由外向中心传播的汇聚波.与平面波的波幅保持不变不同，球面 
波的波幅随着离开中心距离的增大成反比地减小.波的强度以波 
幅的平方表示，因此，它以与距离平方成反比的规律减弱；这是埋 
所当然的，因为波的总能量通量分布在一个球面上，球面积随着 r 2 
的增大而增火. 


压力和密度的改变量和速度势的关系为 〆 


96 


9 


^ I , 而它们的分布用和 (69. 2) 形式相同的公式 表示. 但由速 


度势的梯度所确定的（径向)速度分布为 

Sh (ct — r)+f 2 (ct-hr) 

dr I r 


(69.3) 


如果原点没有声源，当 r = 0 时,速度势 (69. 2) 必须保持有限值.为 
此，必定有八（以）=一/ 2 ⑻），即0的形式为 




r 


(69.4) 


(球面驻波).另一种情形是，如果在原点有一个声源,则由它向外 
的出射波的速度势为4 这速度势在^ = 0点不一定 

要保持有限值，因为解只是对声源以外的区域成立. 

单色球面驻波的速度势形式为 

0 二 (69. 5) 

T 

其中& = 而出射的单色球面波则由下式确定： 
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I 〈金条一 • i > 


( 69 , 6 ) 


值得指出，该表达式满足微分方程： 

A 沴 + A 2 多二 -^ Ae ^ dCr ), (69.7) 

方程的最右边是^函数: d ( r )^ S ( x ) S ( y ) d ( z ), 除原点外，处处 

有 Mr )=0. 这样就回到了齐次方程 (69.1); 而在一个包含原点 

在内的小球体上将 （69.7) 式积分[此时表达式 (69.6) 简化为 

Ae ^^/ r -], 则在两边得到的都是 一4; r / le _ 

现在来考察出射的球面波，它占据了球壳外的区域，而球壳外 

的介质是处于静止或近乎静止的；这种波可以由一个仅在有限时 

间间隔内发射声波的点源产生，也可以由某个存在声扰动的区域 

产生（参看§ 71的末尾和§ 73的问题 4 ). 在任何给定点上，当声 

波到达之前，速度势多三 0. 声波通过以后，运动必然消失;这表明 

必必须变为常数.然而，在出射球面波中，速度势为4 - 


形式的函数；这种函数只有在函数/恒等于零时才能变为一个常 
数.因而，在波通过的前后，速度势一定都是零①.由此，我们 
可以得出关于球面波中疏密分布的一个重要结论_ 

声波中压力变化和速’度势的关系是 f 二 — pWdt . 根据以 
上所述，可以清楚地看出，如果我们对一个给定的 f 在全部时间 
过程中积分，，其结果将为零： 



CO 

dt = 0. 


(69. 8) 


这意味着，当球面波通过一个给定点时，在该点将观察到稠密 (/ 
>0) 和稀疏 (〆 <0)两种状态.在这方面,球面波与平面波迥然不 
同，平面波可以只包含稠密状态，或者只包含稀疏 状态. 


①这和平面波中发生的情况不同，在平面波通过后，则有多 = 常数尹〜 


• 31 





如臬我们在给定的时刻，考察 〆 随距离变化的方式，会着到 
类似的情形;此时，我们不考虑积分 ( S 9. 8) 而考虑另一个等于零的 
积分 

Tf 9 dr^O 
Jo 

问 题 

问 S 1. 在初始时刻，气体在半径为 a 的球内压缩到 〆 =常数 eA ; 在 
该球的外边 ， p = 设在整个空 问内初 始速度均为零，试求以后的运动. 

解： 关干速度势4的初始条 件为： 当/ =0, r < G 或 r > fl 时，有0 = 0; 

当 < = 0时，多 ( r ) ，其中，对 r > a , F ( r ) =0;对 則尸 (r) c 2 A / p . 

我们寻求下列形式的 a 

< l >( r f t )^ 躯二 Uf i t rl 

r 

由初始条件，我们得到 f (— r )— f ( r )=0, f / (―:) 一/’ （ r ) — rF ( r )/ c . 

4第…个方程，可得广（一 r )+ r ( r )=0, 将它和第二个方程联立，即可给出 
r ( r)^-r (~r)^~rF(r)/2c, 最后，把 F ( r ) 的值代入，便求得导数 
/' 和函数/(0本身的表达式如下： 

”1|引>«1时,尸（|)=0,/(|)=0; 

⑴ S £ ! <0 时，尸⑺於 /2p 9 / (!) = c ⑺ —o 2 ) A/4 A 
这就是 N 题的解.如果我们考察即初始压缩区外的一个点，可得密 
度为 

当 f <( r 一 a)/c 时, 〆 =0; 

当 O — a ) / c<【<(r + a)/c 时， 〆 =-^( r — ct ) A / r ； 

当 <> ( r + a)/c 时, 〆 =0. 

声波在时间间隔 2 a / c 内通过所考虑的点；换句话说，波的形状是一个厚度为 
2 a 的球壳，在时刻该球壳位于半径为 d — a 和 ct + a 的两个球面之间.球 
壳内，密度线性地变化；在外侧部分 ( r > c «), 气体受到压缩( 〆 >()),而在内 
侧部分气体变得稀薄0^<0). 

问题 2. 试确定半径为 a 的球形容器内中心对称的声振动的本征频率. 
解： 当^*-^时，由边界条件9彡/办= 0(此处的4由(69.5)式给出），可 
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得出该式确定了全部本征频率.第一个(最低的）频率是 

(Oi~AA^cja^ 


§70. 柱面波 


现在来研究一种声波，其中所有物理量的分布沿某一方向（我 
们取该方向为 2 轴)是均匀的，间时相对于此轴具有完全的轴对称 
性.这种波称为柱 面波. 在柱面波中有 

^ —0(/?, t)y 

其中， B 表示离 2 轴的距离.现在来确定波动方程的这种轴对称 
的通解.我们可以从球对称的通解 ( 69 . 2 ) 着手研究.由于 i ? 和 r 
的关系是 r 2 = 7? 2 + 2 2 , 所以，当 i ? 和 f 给定时，公式 （ 69 . 2 ) 给出的必 

将依赖于 A 仅依赖于及和 而且满足波动方程的函数，可由积 
分 ( 69 . 2 ) 式而得到，积分时，可从 0 二 一 oo 积到 2 =+ co , 从 0 积到 

〜也是可以的.我们可以把对 2 的积分变换为对 r •的积分，因为 
z = n / r 2 — R 2 9 dz=rdr/\/r 2 — R 2 •当 2 从 0 变化到①时， r 就从及 


变到因此，我们求得轴对称的通解为 


R Vr ^ W dr + 


"f 2 (ct+r) 




r 


W 


dr 


(70. 1) 


其中的广和/ 2 为任意函数.第一项为出射的柱面波，第二项为汇 


聚的柱面波. 

在这些积分中作 代换： 还可以把公式 （70.1) 改写为 


</> 


一 B 








+ 


Wa-cty-R 


(70. 2) 


我们看出，在出射的柱面波中，〖时刻的速度势值由允在一 oo 到 


开 / c 这段时间内的值所确定；类似地，影响汇聚波的则是/ 2 在 
尤+及知到00这段时间内的值. 

如间球面波一样，当 / M ) = — / 2 (幻时,就得到驻波.可以 W 


明，&_驻波也可以用下闻形式的公式来表示: 



r t+x f a) dj 

J c t - rJ R 1 一 (I 一 ct) z 


(70.3) 


这里的 PG ) 是另一个任意函数. 

我们来推导单色柱面波的速度势表达式.柱坐标中关于速度 


势4 0 R ， 0的波动方程为 


±± j R m ^±^±= 0 

R W \ dRJ c 2 dt 2 • 

在单色波中 ，6 二 e - < w < / CR )， 因此，我们可以得到关于函数 /( 抝的 

方程： f n 十: T/R + k 2 f =0. 这是零阶的贝塞耳方程.在柱面驻波 

中，0在二0处为有 限值; 适合这个条件的解为 Jo ( W , 这里 A 

是第一类贝塞耳函数.于是，在柱面驻波中， 

彡 (70*4) 

当= 0时，函数趋于 i , 从而振幅趋于有限的极限成在远距 
离的处， 心可用 它的渐近表达式代替，于是取以下 形式： 



cosl 一 

VIjT"'• 


參 


(70. 5) 


对应于出射的单色行波解为 

< f >= Ae - ia > t H ^( kR ). (70.6) 

这里仏⑴是第一类零阶汉克尔 (Hankel) 函数•当丑->0时，该函 

数有一个对数奇点： 

— \ n ( kR ) e- <mt (70. 7) 


在远距离处，适用渐近公式 




i(kR — cot 

~~ VIF 



(70. 8) 


由此可见，（在远距离处)柱面波的振幅与离轴的距离的平方根成 
反比地减小，因而强度按1/ 丑 的规律 减小. 这一结果是显 而易见 



的,因为总能量通1分布在整个圆柱面上，当波传播时，圆柱面的 


面积是正比于而增大的. 

出射柱面波与球面波、平面波相比有一个重要的差別， S 卩柱面 
波只有前阵面，而无后阵面.就是说 ，一 旦声扰动到达某一点以后， 
它不会突然中止，而是随着〖―⑺，声音相当缓慢地衰减.假设 
(70. 2) 式芯•项中的函数 A (幻只在某个有限范围内异 
于零，则当./间满足只十心时，就有 




当这个表达式以 

1 /•£ 2 
ct) Sl 

的规律趋干零，即4与时间《成反比. 

这样，由一个仅在有限时间内作用的声源所产生的出射柱面 


波，随着 《— oo , 其速度势将缓慢地趋于零.这意味着，和球面波 
的情况相类似,对所有时间的积分 为零： 


f f dt = 0 . 


(70. 9) 


因此,柱面波也像球面波那样,必然包含稠密和稀疏两种状态. 


§71. 波动方程的通解 

现在我们来推导-、个一般公式，它将给出任意初始条件下无 

限流体中波动方程的解，即用初始时刻流体中的速度和压力分布 

_ 

给出任意时刻的速度和压力分布. 

我们首先建立一些辅助公式.设4和0 
是波动方程的任意两个解，它们在无穷远处为零.考虑在整个空 
间上的积分 




I ~ - 垆磷 )dV 9 

mf 

并计算其对时间的导数 . 因为 4 和#满足方程 

A 沴 一 if> / c 2 = 0 

和 — i/ ； /c 2 =0, 

因而有 会= ]*(“一#)， 

=c 2 (0A 垆一妒 A 彡 ) rfF 

♦ 夤 

翻 

酴 

=c 2 ▽• (</>\Jip — t()^<f>)dV . 

最后的积分可以变换为在无穷远处某个曲面上的面积分，因而该 
积分为零 . 于是，我们可以断定 di/dt^o f 即 / 与时间 无关： 

((04 - 料 ) 常数 . (71.1) 

V 

其次，我们来考察波动方程的下列 特解： 

^ = . (71.2) 

T 

( 其中 r 为离某给定点 0 的距离 ,“ 是某确定的时刻川为 6 函数)， 
并计算 # 对整个空间的积分.于是 

_ 

• rco 

i)dV = ip • 4nr 2 dr 
• •- o 

*00 

= 4n r • S[r —c(t 9 — t)2dr 9 

* o 

当 n (<。 一 <) 时 ( 假定 t 0 >t),d 函数的自变量为零，于是，由 6 函 
数的性质，求得 



i>dv: 

= 4ttc(/ 0 —0 # 

(71. 3) 

将此方程对时间微分，得到 



1 

+dV = 

= — 4jtc # 

(71. 4) 
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现在,用函数 (71. 2) 代换积分 (71. 1) 中的心并取0为待求的 
波动方程的通解.根据 (71.1) 式，/为常数；利用这一点，我们写 
出 I 在时刻£ = 0和 Z 二“的表达式，并令两式相等.当《时， 
#和4这两个函数中的任何一个,都只在 r =0 时才异于零.因此, 
在计算积分时，可以在必和0中令 r 二0(即取它们在点0的值), 
并可将4和4移到积分号外,于是得 


小、工 ， yt ^9 ^o) 一 ♦ 〔 x ， y ^ z 9 1o') j* t/fdV 9 


式中,是点 O 的坐标.根据 (71. 3) 和 (71. 4) 式，当 f =« 0 时, 
第二项为零,而第一项给出 

I = — 4 nC(j) ( jx ， y ， z } i 0 ). 

我们再来计算艺二0时的/值，令 ~ drp /? t Q> 

并以心代表函数4在时的值，即有 


’ 一 K ^M~o + ^) dV 
= — ^ ~ 1 ^ 0 "^ 1 = 0 ^ — ^ 00 * = 0 ^^. 


将体积元写成 dV ^ t 2 dr do ，其中 do 为立体角元，然后利用 3 函数 
的性质，可得 


鬌 

(/ > l)tt 

蠡 


dV 


m 

(f)^rd (r — cto) dr do 

% 

m 


0, r = ci 


多 W 的积分也可作类似的处理，于是有 


I 


9 
dt 


c 


r 

’oj 00, r 


do )—ct 




最后，令 / 的两个表达式相等,并省去“的下标，即得 




9 


4 -Jt Ot 


屏 鴒 

(右 j 必 0 , r : 


t do 


t 


^Ot r c(^^\ . (71. 5) 


t 1/ f 



这一公式称为泊松 公式， 根据它由某一初始时刻给定速度勢 
及其时间导数的分布(或者等价地,给定速度和压力分布)，此式即 
可确定任意时刻速度势的空间分布.可见，《时刻某一点0的速 
度势值是由时某球面上的多和多值所确 定的； 该球面的中 


心在0点，其半径等于 

现假设,初始时刻的 心和 A 仅 
在某个有限的空间区域中异于零， 
该区域的边界为一个封闭曲面 C (图 
34). 我们来考察0在后续时间中 



在某点0的值 t 这些值将由那些与点0 相距为 d 的各点的心和 
“值所确 定:而 只有当 


d/c^t^D/c 

时，半 径为以 的球面才能穿过曲面 (7 内部的区域，其中 d 和 D 是点 
0到曲面的最小和最大距离,在其它时刻， （71.5) 式的被积函数为 
零.因此，0点上的运动始于时刻结束于时刻< •由 
C 内部的区域传出来的声波就有一个前阵面和一个后阵面.当前 
阵面达到所讨论的点时，运动即开始;而当后阵面到达时，原来振 
动的质点就转入静止状态。 


问 理 

当声陂仪决定于两个坐标 a ; 和 y 时，试导出由初始条件确定的速度势 
公式. 

解： 半径为 Ct 的球面上的面积元可以写成 rf / = C 2 i 2 rfo , 其中 tfo 是立体 
. K , df {£ ^cy 平面上的投影是 dxdy ^ dfV c l i z — p z / ct , 

这 1 Hp 是点 r 到球心的距离.对比这两个表达式，可以写出如=办办/ 

ct^ C 1 t 1 - -p 2 . 

m 表示待求0值的那一点的坐标，并用 L 7表示积分 域中动点的坐 

1足，我们就可将一般公式 (71. 5) 中的如代以 

^ H ^ 


djiy 

ct\/ c 2 t^--Zx—i ) 2 — (y-- J7T * 1 

因为 “ rfy 是平面两侧的两个面元的投影，故可将得到的表达式加倍，从 
而求得 




■•■■■ 

■ • ■ 办 ■ I 一 _ I， 

2jtc 


h 


杏 o( 4， V) 拉 dv 


(« — I ) 2 —(3 T — 的 * 


1 rr 4>o(ifV)didT} 

2jtc JJ^s/c 2 1 2 — (x — 2 — (y — T)) 7,9 

上式是在以 0 为圆心 ，以 为 半径的 圆上积 分的.如果除了: ry 平面上的一 
个有限区域 <7以外 （或者 更确切地说， 是 除母线平行于2轴的柱状区域以 


外)，於和 > 均为零，则点0上的搌动（图 34) 在 bd / c 时开始，其中是点 (7 
到该 K 域的最短距离.但是,在此时刻以后，以为半径，以0为圆心的 
圆将始终包括区域 C 的一部分或者全部，因而4将只能渐近地趋子零.所以， 
和三维陂不一样，这里所讨论的二维波有一个前阵面，却没有后阵面(参看 
S 70). 


§72. 旁向波 

球面波在两种介质分界面上反射，是一种特别有趣的情形，原 
因在干,它可能伴随有一种异乎寻常的现象即产生旁向波. 

设 G (图 35) 是介质1中球面声波的源，它离介质1和2之间 
无限大分界平面的距离为《 . 距离 丨是任 意的，并且不需要远大 
于波长.设两种介质的密度为 A , p 2 ，而其声速为我们先 
假设 c ,> c 2 ，那么，在离声源距离远大于 A 的那些地方，介质1中 
的运动将是两种出射波的迭加.其中之一是由声源发出的球面波 
(直射波)，它的速度勢为 

r%ikr 

多？ 七， (72.1) 

T 

这里, r 是离声源的距离,振幅不妨取为1。为简明起见，我们在本 
节的所有表达式;中都略*因子 e -** 4 , 


f }9 ? 




V 


图36 


第二个波 (反射波） 的波面是以 a 为球心的球面，是声源 G 
对于分界平面的映象.这个波面是点集尸的位置，而点集户是同 
时从 g 点发出的声线簇按几何声学规律从分界平面反射后在某一 
确定时刻所到达的那些点（在图36上画出了一条声线 QAP ， 其入 
射角和反射角均为幻.反射波的振幅随着离 点（有时称之为 
虚源) 的距离 〆 成反比地减小，但是这振幅还和0角有关，好象每 
条声线在反射时有一个反射系数，该反射系数相当于平面波在给 
定入射角0的反射系数.换言之,在远距离处，反射波由下面的公 


式给出 



p 2 c 2 cos 0 —— P\^/c\ —— cl s\n 2 0 1 

r 

^ p 2 c 2 cos^ + piV c\—c\ sin 」 


(72. 2) 


①式中的 COS 卩是中译者加的，原文疑误.——中译者洼 



此处请参看关于平面波反射系数的公式 (55. 4). 上式对于大的， 
值显然是正确的，它也可以根据下面介绍的方法严格地导出来. 

更有趣的是心的情况.此时，除去普通的反射波 (72. 2) 
以外，在第一种介质中还会出现另一个波.从下面的简单分析中, 


可以看出这种波的主要性质. 


普通反射波的声线图 36), 在下列意义上适合费马原 
理，即在完全处千介质1内并包括一次反射的所有路径当中，声线 


& 从 Q 到 ?的最速路径.但是，当 c \< cM , 另有一条路径也适合 
费马 原理： 声线以全内反射的临界角入射到界 
面上,然后在介质2中沿界面传播，最后又以心的角度返回到介质 
1. 这条路径就是图36中的并且显然有容易看 
出，这条路径也具有极值性质 :通过 该路径所用的时间，小于通过 
其它任何一条从0到户,并局部穿过介质 2 中的路径所需的时间. 

设有一些声线同时离开声源沿着路径传播，又从不同 
的 C 点回到介质1;所有这些声线在同一时刻所到达的点 P 的几 
何轨迹，显然是一个锥面，该锥面的母线垂直子从虚源《引出且 
与界面法线成^角的直线. 

因此，如果心<(? 2 ,则在介质1中，与具有球阵面的普通反射 
波一起传播的，还有一个具有锥形波阵面的波，而这个波又是从分 
界平面(此处，它和介质2中折射波的波阵面相遇)一直延伸到与 


反射波的球阵面相切,相切处在波阵面与以化为半锥角、以 <3《为 


轴的锥面的交线上 ( 




35). 这个锥面波 称为旁向波. 


经过简单的计算不难得知，沿路径 G 丑 CP (图3 6 )所需的时间 
比沿路径到达同一点户所需的时间还要少些 • 这表明，从声 
源 g 发出的声音讯号，首先是作#旁向波到达 位于尸 点的观察者, 
然后才以普通反射波的形式到达. 

必须记住，尽管可以用几何声学的概念得到上面所给出的关 
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于旁向波的简单解释，但它却是一种波动声学的效应.以后将会 
知道，在^~>0的极限情况下，旁向波的波幅是趋于零的. 

现在，我们来进行定量计算.由点源发出的单色声波可以用 
方程 (69. 7) 描述： 

A 0 - I - ——- 4 jiS (^ v — V ) 9 (72. 3) 

其中 k ^ co / c f l 是声源的矢径.这样选取3函数的系数，是为了使 
直达波具有 (72.1) 的形式.下面,我们取一个坐标系，以轉平面 
为分界面， z 轴沿方向，第一种介质处于 z >0 的一侧.在分 
界面上，压力和速度的2分量，或者(等价地)和 d < t >!2 z y 必须是 
连续的. 

应用一般的傅里叶方法，可写出下列形式 的解： 



彡无 0)exp[t + h y y) ]dk x dk ¥f 


(72. 4) 


式中, 



^• exp[~i dar + hy ) ] dxdy . 


(72. 5) 


根据对于抑平面的对称性， A 显然只能依赖于量 

|/c 卜 〜 7 


利用熟知的公式 


1 f ^ n 

Jq ( u ) — — cos (ttsin < j >) d ( j > 9 
2 jt J o 


可以将 d 4) 式写为 


•oo 

<!>=2 n Kz 、) Jq ( kR ) KdK f 
Jo 


{72. 6) 


这里，二是圆柱坐标(离 2 轴的距离).最好采用下列 
计算把这一公式中的积分变换为一°°到°°的积分，并且将被积函 
数用汉克尔函数 " tO ) 表示.汉克尔函数在点有一个对数 
奇点;如果我们约定，《值从正实数变到负实数是从复平面 W 内点 


m 
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« : 二 0 的上方越过，则有 H ^\- u ) ^ H ^{ ue u ) -// ( 0°« —2J 0 ⑻. 
利 用这一 关系式，可以将 (72. 6) 改写为 

沴=^广 4> Az ) H a ,\ KR ) KiK m (72. 7) 

•• 一 oo 

由方程 (72. 3)，我们求得关于函数 <的方程为 

( k 2 (72. 8) 


要消除方程右边的 <3函数，可以对(满足齐次方程的）函数 A 加上 
z 二处的边界 条件： 

dO )]“一 [彡《(2)]|_ =0， 

y % 

r 

1 (72. 9) 




d(f> K 

dz 

MB ^ 

i + 

dz 

― -- 


n 


2=0 处的边界条件为 



[ pH — [ pH = o , 




「从 ] 

dz 

0 + 

L 心 — 



(72: 10) 


我们寻求下列形式 的解： 

^ 二 Be 〜 + Ce、 z 当 i >2>0 时， [ (72. 11) 

( f > K ^ De ^ 当0>；5 时. 1 


这里 fl\ ^K 2 — k\ 9 fi\ =K 2 — kl (Jc x ^co/c ] ,k2^co/c 2 ), 
同时应当设 


^ =：+ Vk 2 — A : 2 当 K>k, 
fx — — i ^/ k 2 — K 2 当 K < ih m 


(72. 12) 


上面解的第一式这样选取，是为了保证当00时4不会无限增 
大;而第二式这样选取，则是因为4必须代表一个出射波.由边界 
条件 （72. 9) 和 (72. 10) 可求出四个方程式，用干确定系数 A , B 9 C 9 

D . 经过简单的计算后便得 
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D ―— /^2 P 1 ci — ^ 1/41 

^ _ tmm % 

f^lPi 4 - f^2p\ 2 n fix 

D^C ― _ ^A^B+Ce 21 ^. ( 72 . 13 ) 

Mlp 2 + "2P1 

当 p 2 二 A ， C 2 = Cl (即整个空间内为一种介质)时， i ? 等于零, 
且 A 二 Ce ' 小 中对应的项显然就是直达波 (72. 1) ,因此，我们感 
兴趣的反射波为 

4>\^n " B(K)e~ z ^H^{KR)KdK t ( 72 . 14 ) 

• 一 00 

在这一表达式中，必须规定出积分路线.我们已经指出，它应 
在（复平面 K 内的）奇点^ = 0的上方越过.在土々1，士々2(即//! 
或 A 为零）的那些点上，被积函数也有奇点（支点）.根椐条件 
(72,10), 围道必须从点+1, 十 h 的下方和点 一 h , 的上方 

越过. 

现在来研究远离声源处所适用的表达式.将汉克尔函数用熟 
知的渐近公式来代换，即得 



^ \P2~ /^2pl 
AO1P2 + P2P1) 



2inR 


exp [— O + Z )/^ 


― ifcR ] dK . 


(72. 15 ) 


图 37 绘出了 q > c 2 情况 T 的积分路线积分可以用鞍点法计 
算.指数还 G + 十在点 

k R r f sin6 八 






即 K = 1 S in 0 处,有一个极值点，其中 0 是入射角（参看图 35) .将 
积分路线变换到它通过该极值点并与横坐标轴成开/4角，就 
可以算得公式 (72. 2). 

在 c ,< c 2 (BP 的情况下，如果 

sin = sin 6 0 , 

C % 

即如果彡>心(图 38), 则点 K = A lS ir ^ 处于左 2 和 t 之间.此时，围 
道 6" 必须绕过点^并弯成一个环线.因此，除普通的反射波 (72.2) 
外，还有一个由沿环线的积分 (72. 15) 所表示的波 W ， 环线记作 
这个波就是旁向波.如果点 ^ isin ^ 不是很接近即0角不是很 
接近全内反射角这个积分是容易算出的①. 



图38 


在汉 -^2 点附近， A 为一小量；我们可将(瓜 I 5 )的被积函数中 
指数项系数 展成仏 的幂 级数. 零阶项在 K 二匕点没有奇性，因此 
它沿<^的积分叉零， f 是得到 

<j>\ — — f 石 - ex P[— (2 + Z) "1 + iKR^dK, (72. 16) 

J c ” 1 /^2 V 2tt Jt ti 

将指数函数展开成 K -趴的幂级数，并沿环线 C 积分,经过简单的 
计算，就得出旁向波速度势的下列表达式： 

①关于适用于一切 (9 值的旁向波的研究，均参看丄布列霍夫斯基，沉卯 MflM 
TexmnecKok ^ U 3 a % u f 18,455, 1948. 这篇文章也求出了普通反射波对于久/丑的幂 

级数展开式的第二项.这里，我们不妨指出，当角接近^时（在 Cl < c 2 的情况下），修 

1 

正项和首项之比随着距离增大，不悬按又/及的规律，而是按 （ A / i ? 厂的规律减小的. 





(72. 17) 


_ 2ico% (ffp-" ff )] 

1 r f 2 p2k \\/ cos ^ o s i n ^ s i n 3 (^ o 一 ❻) 

波 面应是 锥面： 

r’cos (6 — 0 0 ) = iJsin ^ 0 +(^ + O cos 0。 = 常数. 

这和前面得到的结果一致.在确定的方向上，波幅与距离 〆 的平 
方成反比地减小.我们还可看出，在 A —0 的极限倩况下，旁向波 
消失.当9—心时，表达式 (72. 17) 不再成立;实际上，在这种 <9值 

范围内，旁向波的振幅将随着距离之增大按/的规律衰减. 

§73. 声发射 

在流体中振动的物体，引起邻近流体的周期性压缩和稀疏，因 
而产生声波.这些声波带走的能量是由物体的动能所提供的，所 
以，我们可以称之为振动物体的声发射 .® 

在任意形状物体以任意方式振动的一般情况下，声波发射问 
题必须按下述方法求解.我们取速度势0为 基本量 ， 4满足波动 
方程 

— \ ^-0. (73.1) 

C at 

在物体的表面上，流体速度的法向分量必须等于物体速度《的相 
应分量： 

(73.2) 

dn 

在远离物体的地方，声波必然变为一个出射的球面波.满足这些 

① 以下我们将始终假设物沐的振动速度 M 远远小于 声速. 既然 《〜 o «, 其中 a 
是振动的线振幅，这就意味着 o « A . 

一般说来，还要假设振幅远远小于物体的线尺度，杏則，在物体附近就不存在势流 
(参看§ 9). 只有在纯粹体积咏动的情况下，这个条件才不是必需的，下面所用到的解 
式 (73. 7), 其实是连续方程的直接推垮， 


m 


4 ^ 9 


边界条件和无穷远处条件的方程 (73,1) 的解，确定了物体所发射 
的声波. 

有 两种倩形的边界要详细研究一下. 首先， 我们设物体的振 

动频率足够大,以致发射波的波长远远小于物体的线尺度即 

(73.3) 

在这种情况下，我们可以把物体的表面分成若 T 部分，每一部分的 
线尺度很小，小得使各部分都可以近似地看成平面，但比起波长 
来,还是大得多.于是，我们可以设想每块这样的表面发射一个平 
面波，波中的流体速度，就是郞块物体表面速度的法向分量％.而 
乎面波中的平均能量通畺是参看§ 64), 其中 w 是波中的流 
体速度. 令〃 =«„，并沿整个物体表面将这个能量通量积分，就得 
到物体在每单位时间内以声波形式发射的平均能量，即发射声波 
的总强度，其结果为 

T = cp ^ nldf m (73.4) 

该发射强度与振动频率无关(对给定的速度振幅而言). 

现在来考察相反的极限，即发射波长远大于物体线尺度的 
情形: 

X ^>1. (73.5) 

此时，在物体附近(离物体的距离远小于波长的地方)，可以把一般 
方程 (73, 1) 中的 （ l / c 2 ) a 2 " W 2 项略去.因为在这一区域中，该项 
的量级为而对坐标的二次导数项则是 2 的 
鼉级. 

这样，物体附近的流动就满足拉普拉斯方程 △# = (). 这是不 
可压缩流体的勢流方程.因此，物体附近的流体，宛如不可压缩流 
体那样运动.声波丰身,即压缩波和稀疏波,只在离物体很远处才 

J ^ r \ 

眺 
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在相当于物体线尺度量级或更小量级的距离上，待求的方程 

△4=0 之解不能写成一般形式,而是和振动物体的实际形状有关. 
但在比2大得多的距离上(不过，仍须远小于波长方程 
才能成立），利用4必须随着距离增大而减小这一事实，我们可以 
求得解的一般形式.在§ 11中，已经讨论过拉普拉斯方程的这类 
解,仿照该节,把解的一般形式写为 

<f> — 一 A • V (73. 6) 

其中， r 是离物体内某个任意取定的原点的距离.这里所考虑的 
距离，当然必须比物体的线尺度大得多，因为否则我们就不能 
只限于讨论4中某些随着 r 增大而减小得最慢的项.我们已把两 
项都写进 (73. 6) 式了，不过必须记住，其中的第一项有时是不出现 
的（参看下文). 

现在来研究在何种情况下,这个 一 fl / r * 项不等于零.我们在 
§ 11中曾发现，速度势一 a / r 导致一个非零的质量通量通过包围物 
体的封闭曲面，这个通量的值为 4 jrpa. 但是，在不可压缩流体中， 
这一质量通量，只能在曲面内流体总体积发生改变的情况下才能 
产生.换句话说，物体的体积一定有变化，其结果，不是流体从这 
一体积中排出，就是流体被“吸入”.因此， （73. 6) 式中的笫一项在 
下述情况下出现，即发声物体不断地进行脉动，而在脉动过程中， 
物体的体积发生变化. 

现在假设存在上述情况，要确定声发射的总强度.按照前面 
的分析，流过封闭曲面的流体体积 4. ra , 必等于物体体积7在每单 
位时间内的变化，也就是等于导数^7心（体积 P 是时间的给定函 
数 ） ： 4； ra 二^于是，在满足条件的距离 r 上，流体的运 
动由函数 — 心 rr 确定.但是，在的距离上（即在 

“声波区 ”），4 必代表一个出射的球面波，就是说，其形式必定悬 
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f(t—r/c) 


( 73 . 7 ) 


因此，我们立刻可以作出结 论:在 所有比 丨大得 多的距离上，发射 
波的形式为 

♦ = — ^^~ r . L c l (73. 8) 

4jtr 

它是用代换 f ⑴中的自变量《而得到的. 

每一点上的速度幻 二 都沿其矢径的方向，它的大小则为 
v = d < t > K 如在 r » A 的距离上微分 (73. 8) 式，因为分母的微分将 
得出的 1/ r 高阶项可以忽略不计，故只需取式中分子的导数就行 

了. 又由于 —-1-7 («—+)，就得到 

v = V ( t ~ rlc ^ n , (73.9) 

Ancr 


其中《是^方向的单位 矢量， 

声强度是用速度的平方表示的，在这里，它与发射的方向无 
关，即发射是各向同性的.每单位时间内的总发射能的平均值为 


pcov 2 df 


P 


16 cjt 


y2 


这里是在一个包_原点的封闭曲面上 积分. 把该曲面取为半径等 
于 r 的球面，并注意到被积函数只和离原点的距离有关，最后得到 


/ = 戸 （73.10) 

Anc # 

这就是声发射的总强度_可以看出，/是由物体体积的二次时间 
导数的平方确 定的. 

如果物体作频率为 o 的谐和脉动，体积对时间的二次导数正 
比干振动的频率和速度振幅 • 当给定物面上各点的速度振幅时， 
这一导数的均方值就正比于频率的平方.但是，当给定振动的振 

幅时，速度振幅自身又和频率成正比，所以发射强度正比于 
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现在我们来考察没有体积变化的振动物体的声发射.此时, 
(73. 6) 式中就只剩下第二项，我们把它写为 
^= V *[ A (0/ r ]. 与前一种情形类似，我们可以推断，在所有 
的距离上，解的一般形式都是 



可立即看出，这一表达式确是波动方程的 一 个解；因为函数 
一 r / c)/r 是一个解，所以它对坐标的导数也是解.再次只对式中 
分子进行微分,就得出（在 r » A 的距离上） 

卜一 ktzlMUL. ( 73 . 11 ) 

CT 

为了计算速度我们需要再次只对 A 进行微分.于是，利 
用矢量分析中关于对标量自变量进行微分的熟知规则，就有 

再把 — —丄代入上式，最后得到 

\ C / C C 



n(n. A) 



( 73 . 12 ) 


现在，发射强度是与发射方向（即 n 方向）和矢量 k 之间夹 
角 余弦的乎方成正比；这种发射称 为偶极发射， 声发射总 强度以 
积分 

表示.我们还是将积分曲面取作半径为 r 的球面，并且采用以矢 
最 A 的方向作为极轴的球坐标系.经过简单的积分，最后得出每 
单位时间内的声发射总强度为 


售 
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(73.13) 


矢量 A 的分畺是物体速度 w 的分量的线性函数（参看§ 11), 因 
此，这里的强度是速度分量的二次时间导数的二次函数. 

如果物体作频率为《的谐振动，我们可推断出（理由如前所 
述)，在速度振幅值已知的情况下，强度与 d 成正比.当给定物体 
振动的线振幅时，速度振幅正比于频率，因此，强度与 d 成正比. 

用完全类似的方法，我们可以解柱面声波的发射问题，这种声 
发射，是由一个任意横截面的柱体作垂直于自身轴线的脉动或振 
动所产生的.为了今后的应用，我们在这里列举相应的公式. 

我们首先来研究圆柱体的小脉动，并设5 是柱体的（可 

变)横截面积.在离柱轴距离 r •处， r 满足条件 Z « r « A (? 是柱体 
的横向线尺度)，类似于 (73. 8) 式可得 

m 

^ = r 4^- lln/r (73.14) 

mm 

这 /(<) 是时间的某个函数， In / r 的系数应妥为选取，务使得到 
的通过共轴柱面的质量通量之值是正确的.根据出射柱面波的速 
度势公式[公式 (70. 2) 的第一项],现在可以推断出，在所有 


的距离上，速度势可以表示为 



c 2 (t— t , ) 2 —r 2 


(73. 15) 


当 f 0 时，这‘表达式的首项与 (73. 14) 式相同，而 (73.14) 式中 
的函数也就自动确定了[假设当 < — 一 oo 时，导数々⑴很快 
趋干零].另一方面 〆 值非常大时（“声波区”），《一^〜 r / c 的那 
些值在积分 (73. 15) 中起最重要的作用.因此，在被积函数的分母 
中，我们可以设 

《卜。 2 ->(?) (卜卜 分 
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结果求得 


(J ) =— 


/c &( t f ) dt 9 


2? T \/ 2 r J \/ c(t — t f ) ~ r 9 


(73.16) 


最后，速度 r = 为了计算这个导数， 


t! c -二1 代入上面积分式中: 


<p = 一 



C 


2 r 


( t — T j C — 左 ) 

d vT 


dV, 


最好把 t — t f 


这样，积分限就与 r 无关.积分前面的因子 1/ V 7 用不着求微分， 
因为这将得出 1/ r 的高阶项.在积分号下微分，然后再回到变量 
即得 



2 : rV 2 r ] 


-f S ⑻ dt ， 

oo n / c (^ t 一 t * ) 一 T 


(73. 17) 


发射强度由乘积 2； T 7> pC ^ 来确定.应当注意的是，与球面波的情 
况不同，这里，任何时刻的发射强度，要由函数 s ⑴在从 一 CO 到 
t ~ r/c 的全部时间内的变化而定. 

最后，当无限长柱体沿着垂直于其轴线的某一方向作平移振 
动时，在的距离处，速度勢的形式为 

珍 ( Aln / r ), (73. 18) 

这里的 A (0 可由求解不可压缩流体中柱体绕流的拉普拉斯方程 
而 得到. 因此，我们又可以推断出，在所有的距离上，应有 





A ( t r ) dt f 

(t — Vy 1 — r 2 / c 2 


). 


(73. 19) 


最后，我们还必须作如下说明.这里已经完全略去了流体的 
坫性效应，因而假设发射波中总是势流.但是实际上,振动物乐周 
闱在厚度为 Vv ' Ti 的流体层里，并不是势流（参看§ 24). 因此，如 
果要使以上公式变得可用，就必须使这一层的厚度相对于物沣的 
线度 《小得 多，即 




(73. 20) 


当频率很低或者物体线尺度很小时，这个条件不一定能满足. 


问 



问題 1. 设有一个球以频率0>作(谐和)平移小振动，波长与球半径及大 
小相当，试求声发射的总强度. 

解： 把球的速度写成《=叫厂^的形式，则必也通过因子依赖干 
时间，并且满足方程 + = 其中*=0>斤.我们寻求形式为 

的解，原点取在球心的瞬时位置上，就得到关于/的方程为 VCA / + P /) = 
0,由此有 A /+ P/ = 常数.撇开无关紧要的附加常数，我们就得到 

f — Ae ikT lr m 

常数 a 可由以下条件 求出： 

当 r = 丑时， 

其结果是 2 _2^-W* 

这样，我们就得出了偶极发射.在离开球相当远的 距离处 ，与相比 ，1 可 


以略去不计，于是，必取 （73.11) 的形式，其中矢量 A 为 


A 


ue ik(r-B ) R 3 


2 ~ 2ikR ~ h z R ^ 


注意到 （re^lV -y|A| 2 ，根据 (73.13) 式可得声发射总强度为 


/ = 2 jrp , {2 

o| 4+(0) 脉)， 

当 6^/c《l 时，这个表达式变成 / = ；rp 妒 l« 0 l 2 o>V6c a , 把§ 11的问題1中 
的表达式 A=4r^ 3u 直接代入 （73.13) 式，也可以得到这个结果•当 coH / c^>l 


时，可得/ | Uo |S 此式与公式( 73 . 4 )相对应 • 

O 

在整个球面上对压力 （/ =— 沿《方向的分量进行积分，可得 


到作用在球上的阻力 


F 


4 

3 


jtpcoR 3 i 


-Jc s R 3 + i(2 + k 2 R 2 ) 

4 + 々 4 方 4 


关于复数阻力的意义，可参看 S 24 末段. 

问题 2. 若设上题中球半径及与大小相当，而乂》 尽试 求其解 • 
解： 如果物体的线尺度比 vW 小得多，研究发射波就必须从不可压缩 
粘性流体的运动方程出发，而不能用方程 ^-0. 对应于球绕流问题的方程 
的解，可由§24中问题5的公式 (1) 和公式 （2) 加以 确定. （1) 式中的第一 
项随 r 按指数律而咸小，因而在远距离处，该项可略去不计.第二项给出的 

速度为 ▽)▽«!. 与 (73.6) 式对比，可知 

r 

, A=* — fcu=li2 3 「l 一 ----- —lu, 

2 L (t-l)«r 24" 1 」’ 

其中即 a 与理想流体情况下的相应表达式相差括号内这个 
因子.结果得到 

7 jvpR ^ co 4 ( ^ , 3 f 9 , 9 _ 9、| \ t 

/= — 6^-( 1+ 7 +F 1 ua 1 • 

当/<：》1时，该式就变成问题1中得出的公式；而当时，則得到 

I = 3 jt pi? W | «1 0 1 */2o a , 

就是说,声发射总强度正比于频率的二次赛,而不是四次幕. 

问題 3. 设一球作任意频率的（谐和）小振动，试求其声发射总强度. 

m : 我们寻求形式为〜的解是球的平衡半径，然后由条 

T 

件⑵… ^ = 定出常数 a (这里 M 是球面上的点的径向速 度)： 

_ H 1 
a — UR -1 • 

总声强为 

2jtpc \ u 0 \ 2 k z Il * 

I=z ~ \^¥ K Z ~ * 

当 紐 《1时 ，/ = 2：^必切 4 |2/。|*々，这与 （73.10) 式一致;而当时，/ = 
2jtpcR 2 1 «。 | 2 ,这却和 （ 7 3. 4) 式一致. 

问趣 4. 设在球(半径为抝的表面上各点的径向速度是时间的任意函数 
试求此球作小脉动时所发射的声波的性质. 

解 •• 我们寻求这样形式 的解： 必 其中 〆 =<一(1*一抝/<?,并且 

T 

要从边界条件 
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当 时， 

籴确定 /. 这一条件给出方程努 +0^1— 办心).解出这个线性方程, 

at a 

再在解式中以 r 代换 就得到 

磷 ( r ， 〆 ） =:一 及 f * u ( r ) e rr / B dr . ( 1 ) 

r J-« 

如果球在某一时刻，比如说在 < = 0时停止振动(即当 t >0 时， w ( t >=0>, 那 
么，在时刻 <«( r - A )/ c 以后,离球心距离为7•处的速度势的形 式是 ： 卜常 
数〃'即必随时间按指数规律衰减. 

设^为速度发生显著变化所需的时间.如果即如果发射 
波的波长 A 〜 W 》/?， 那么，我们就可以把缓慢变化的因子 《( r ) 提到 （1) 式的 
积分号外，并代之以《( 〆 ）.这样，在 r 》/? 的距离上，求得必 一(/2 Vr)«X 
O —/ Vc ), 这与公式 (73. 8) —致.另一方面，如果用类似的方法可 
得到 

― 一 j* u (t) dx 9 V ~9^> i ) f 

这也与公式 （73. 4) —致. 

问 «5. 设半径为 i ? 的球，在理想可压缩流体中作任意的平移运动，并 
且速度远小于声速，试求流体的 运动/ 


解： 我们寻求下列形式的解: 



⑴ 


其中 r 是离原点的距离，原点取在时刻^^^一&一扪加的球心位置上彡因 
为球的速度 u 远小于声速原点的移动可以忽略不计.流体的速度为 


jtS or 2 C 2 T 


( 2 ) 


这里 n 是 r 方向的单位矢量，撇号表示 f 对自变量的 导数. 边界条件为当 


T — H 时， V r = u * n ， 由此有 


K K 


应用参数变易法求解这个方程，可得函数的一般表达式为 

u ( t ) (3) 

J - 00 只 

在代入 （1) 式时，必须用 〆 代换 下限取作 一 CO ， 所以 ， z = — CO 时，，将 
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为 #. * 

问 *6. 半径为丑的球在纟 = 0 时刻 开始 以不变速度 ％ 运动，试求运动 
开始那一瞬时的声发射总强度. 

解： 在问题5的公式 (3) 中，令设当 t <0 时， u(V) =0; t >0 时 ,a(r) =u 0 . 
然耵代入公式 （2)( 仅保留最话一项，此项随 r 的增加而咸小得最慢），我们就 
求得远离球体处的流体 速度： 

v~ - ^sin — 子) ， 

这里 〆 >().声发射总强度按照下式丧示的规 汴随 时间衰减： 

I = -~ncpR 2 ule~ 2ctr/Ii sin — 子 ) • 

全部时间的总发射能为 + apB 3 « 2 o . 

问埋 7. 设半径为的无限长圆柱，以波长作谐和脉动，试确定声 
发射总强度. 

解： 根据公式 (73.14), 我们首先可求得在的距离上（在问题7和 
R 题8中， r 是离柱轴的距离）的速度势为其中 « = w 0 e ' <<SJ, 是柱 
面上点的速度.把公式 (70. 7) 和 (70. 8) 加以对比，就得出远距离处速度势的 

形式为 卜 - Ru 指广 .于是速度为 



这里 n 是垂直于柱轴的单位矢景.毎猞位柞长的声发射强度为/= 1 poy 


R 2 ul . 

问题 8. 设圆柱在垂直于其轴线的方向上作谐和平移振动，试确定声发 
射总强度. 

解：在的距离处，冷= — V •(及 2 « ln (70， 

(参看公式(73.18)和§】0的问题 3). 因此，可以推断出在远距离处有 


( f > ~R 



H 7 u 


pikr 

^2 ir e 



由此得出速度为 

— kR z j 与 : n (M• n 、 e 1 *% 
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声强正比于振动方向和发射方向夹角余弦的平方，总强度为 

7 ^iJp^ 4 i«oi 2 . 

问题 9. 设平板表面的温度以频率 co«cyx 作周期变化，其中/是流体 
的导温系数，试确定平板的声发射强度. 

解： 设表面温度的可变部分是7^1，溫度振动在流体中产生一个以 
公式 (52.17) 表示的衰咸的热波，即 

rp f x 

因此，流体的密度也产生 振动： P = ( 9 p / 9 T ) p r = ~ p / 3 T \ 其中# 为热膨胀 
系数.由此，又导致一个由 K 列连续方稈确定的 运动： 



uoppr 


在固壁上，速度 b ” = 0;远离壁面处，则趋〗 • 极限 

^ xToe ^ imt . 

在火约的距离处可达到这个值，与 c / w 相比，该距离为小量.这个值 
可作为所产生的声波的一个边界条仲.由此求得表面上毎单位面积的卢发 

射强度为心冽叫 2 . 


问 «10. 设一个发射球面波的点源离固壁的距离为/,固壁一侧的半空 
间充满流体，而且固壁对声陂是完全反射的.试求在这种情况卜，点源产生 
的声发射总强度与无限介质中同 • 点源产生的声发射总强度之比，并求离点 
源远距离处的声发射强度与方向的关系. 

解： 直达波 和反射波两者的组合，可由波动方程的某个解确定，这个解 
应使壁面上的法向速度分量为零.此解为 


( j ) = 


e 


ikr 


e 


ikr f 


e 




T 


r 




(为筒单起见，这里未写出常数因 f)，A : 中 r 是 
离点源0的距离（参看图39)， r'il •离点 O' 的距 
离， 0' 是点0相对于璧面的 映象. 在远离点源 
处，有 r ^ r — 2 lcos 0 , 

o)t) 

4>^ - + 

r r 


o^L 一 i • 
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强度对方向的依赖关系则由因子 cos l (Wros 幻确定. 

为了求得总强度,我们沿半径为任意小且以点0为中心的球面，将能畺 

i T Mfc ， ■■■ 

通量[(参看 (64.4)]: — ▽彡积分.结果得到2巧从0>[1+(1/ 

2 kl ) sin 2 kl ^ 9 

另一方面，在无限介质中应当只有一个球面波其总能量通 

T 

量是于是，所需求的发射强度的比值是 l +( l/2W)sm2W. 

问题 11. 若上题中流体界面为自由面，结果如何？ 

解： 在自由表面上,必然满足条件〆= -^ = 0； 在单色波中，这等价于 
拳 = 0. 它所对应的波动方程的解为 



在远离声源处，发射强度中有一个因子为 sin ^( klcos 0 ) f 故所求的强度比为 
1 一 （ l/2W)sin2W, 

§74. 互易原理 

% 

在§63中推导声波方程时，曾经假设声波是在均勻介质中传 
播的.特别是，把介质的密度 P 。 和其中的声速 c 看作常数.为了 
得到对任意非均勻介质也适用的一般关系式，我们先来推导声音 
在这种介质中传播的方程式. 

我们把连续方程写为下列 形式： 

dp/ dt h py • 幻二 0. 

因为声音传播是绝热过程，我们有 

dp— i dp 1 /9p 

• m ^ 屋 _■ 一 ■ ■ . • , 

dt c 2 dt c 2 \9t 

从而连续方程变为 

opjot 'V ppc ^ 

按通常办法，设 p 二 Po + P , 这里的 Po 现在是坐标的给定 
函数，但是在等式踟十/中，我们仍必须象0前那样，设巧与 


f 幻 


dp 

dt 


9 p \ 

, dv ) 


$ 



常数，因为在整个平衡介质中，压力必须不变(当然是在没有外力 
场的情况下).因此，准确到二阶量的方程为 

dj) r /9t + poc 2 V»x^ --0. 

这个方程在形式上与方程 (63. 5) 相间，但是系数 poc 2 是坐标 
的函数.如同§ 63那样，我们可得出欧拉方程的形式为 

— (^1 / /?Q ) ▽〆 • 

消去％再夫掉外的 T 标，最后就得到声音在非均匀介质中的传 
播 方程： 

v .( 乎) H o . (74A) 

如果是频率为 o 的单色波，则有？ 从而 

y • ) + _ 2 , :: 0. (74. 2) 

现在来考察小尺度的脉动声源所发射的声波;在§ 7 3 中，我 
们已经知道这种发射是各向问性的.我们把声源所在的点记作 
A f 把由4发出的声波中 某一点 B 的压力〆 记作如果 
把同样的声源置 F B 点，它在」点产生一个压力，记作：^04).下 
面来推导 h ( 抝和心 (4 之间的关系. 

为此，我们首先在声 源乂发 射的声波中应用方程 (74.2), 然 
后再把同一方程应用于声源 S 所发射的声波，即得 ' 

▽ 二0 ，V ^ °* 

\ P. / pc^ \ P / pc 

将第一个方程乘以第二个方程乘以沁，然后两式相减，结 
果为 

切•(手)-切.(手 )=V.(f -乎)二0 

我们在无限远的封闭曲面 C 和两个小球面之间的体积上 

< P 声源的线尺度必须远小子次5两点之间的距离和波长. 


积分这个方程，其中和^^分别包围点3和点这个体积分 
又可以变换为三个面积分，又因为声场在无穷远处消失,故曲面 C 
上的积分为零.于是，我们得到 

I = (74.3) 

J \ P P / 

Ca+C'b 

在小球面内，声源』发射的声波的压力火随着离开 j 点 
距离的增大而迅速减小，因此梯度的值很大.而在与 S 点有 
相当大距离的X点附近的区域内，声源 B 的声发射所产生的压力 
K 则是坐标的缓变函数，这样，梯度 VK 相对说来就很小.所以， 
当球面 G 的半径充分小时，沿整个球面匕的积分 

拇 ) ww/ 

与积分 

相比可忽略不计.在后一个积分中， Pi 几乎为一恒值，我们可以 
把它移到积分号外，且代之以它在 Z 点的值.对球面上的积 
分也可以作类似的推理,结果由 （74. 3) 得到下面的关 系式： 

p f B (A) p f A (B) 

J P J P 

C B 

但是 （1/P)V〆 二一加 /W ，因此,这一方程又可改写为 

fn(A)(B) ^ov B -df. 

沿 G 的积分 

疇 

OV A ^df 

是每单位时间内流过球而 Cxi 的流体体积，也就是说，它是脉动声 
源的休积变化率.由于点乂和点石的声源是完舍相同的， 晁然 



应有 


j>v A -df= ov B »df f 

C A C B 

因此 

P^^PsiA). ( 74 . 4 ) 

这一方程就构成了所谓互易 原理： 位于2点的声源在 B 点所 
产生的压力等于位于 S 点的同样声源在 Z 点所产生的压力.尤其 
应当强调的是，这一结果也适用于下述情形,即介质为几个不同的 
均勻区域所组成，而当声波在这种介质中传播时，它在各个区域的 
分界面上要发生反射和折射.于是，在声波从4点到 B 点（以及从 
S 点到4点)的路程中发生反射和折射的情况下，互易原理也是成 
立的. 

问 题 

设声源振动而无体积变化，试导出这种偶极声发射的互易原理. 

解： 在现 在的 情况下，沿的积分 

df 

恒等于零，因而住计算 (74. A 式中的积分时，必须取次一阶的近似.为此，我 
们写到一阶项，即有 

其中 r 是从4点引出的矢径.在积分 

JV P P ) 

中，这两项现属同一量级.将上面关于必的展开式代入此式并注意到在目 
前的情况下，沿的积分 

S—VpA^df 


竽于零，于是我们得到 
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j (r* VK) 

J ( P P ) 

其次，我们将几乎不变的量 v /« ==— p 以移到积分号外，并以它在4点的值代 
入，聰 


Pa^b(A) 




f 


其中 a 是 4 点的介质密度.为了计算这个积分,我们注意到，在声源附近, 
流体可以看成是不可压缩的（参看 §73), 因此，利用 （ U .1) 式，可 U 把小球 
h 内的压力写成 K = = p A * r / r 3 . 在单色波中， — tou , A = —to 

A ; 再引用一个单位矢量 n/1 , 它的方向是声源 4 的矢量 A 的方向，我们就知 
道积分 （1) 正比于 p A v B ( A ) 以类似方法，可知球面上的积分正比于 

一且具有相同的比例系数，令二者之和等于零，就求得我们所 
需的关系式 


Pa^B (A) = PqVj{ (B) 

上式即表示偶极声发射的互易原理. 


§75. 声音在导管中的传播 


现在来研究声音在细长导管中的传播.所谓“细”管，是指它 
的宽度比波长小得多.沿着管子长度的方向，管截面的形状和面 
积都是可以变化的.但重要的是，这种变化应当相当缓慢，就是 
说，当通过导管宽度擾级的距离时,截面积 S 应只有微小的变化. 

在这些条件下，我们可以假设在此管的任何一个横截面上所 
有的量(速度、密度等)都保持不变.所有 点上的 波的传播方向，都 
可以认为与管轴的方向一致.推导描述这种波传播的方程，最好采 
用类似于§ 13中用以推导水渠中重力波的传播方程的方法. 

在单位时间内，通过管截面的流体质量是 Spv • 因此,在导管 
内相距为“的两个横截®之间的体积中，单位时间内减小的流体 


质量为 


# 


$2 • 


(S pv ) 工七 dx — {S pv) x = 


9^ 

dX 


{Spv) 


dx $ 


1 




其中坐标 r 须沿管轴方向 计畺.因为 两截面之间的体积保持不 
变，这种减少一定是由流体密度变化所引起的.而每单位时间的 
密度变化是 2 p / d , 所以，在两个截面之间的体积及^中，流体的 
质量相应地减少了 一 心. 使这两个表达式相等,即得 

S ^^~§x {SfJv)f ( 75 . 1 ) 


上式就是管道内流动的“连续方程”. 

其次，我们写出欧拉方程，并略去其中的速度二 次项: 

dv^ __ 1 dP 
dt p dx * 


(75, 2) 


将方程 (75. 1) 对时间取导数，此时右边的密度 p 可视为与时间无 
关，因为 P 的导数含有 vdp / dt = vdp l / dt 的项，所以是二阶小项. 

于是就有将 (75. 2) 式中的 g 代入上式，再 


利用关系式 P = = 把方程左边的密度导数用压力导数 

籴表示.结果得到声奁在导管中传播的方程式 如下： 


1 ^ 

s dx \ dx 


) 


1 9 2 p 
c 2 W 


0. 


(75. 3) 


在单色波中，: P 通过因子 


依赖千时间，则 (75. 3) 变为 


去盖 ($ 赛)+ 灸 2 ? = 0* (75. 4) 

式中 （ = 是波数①. 

最后，我们来考虑声音从管子开口端发射的问题.管端气体 
与其周围气体的压力差远小干管内的压力差，因此，取管端的边界 

峰 

条件为压力 P 等干零是足够准确的.管端的气体速度〃不为零; 
设其值为〃 0. 乘积 St ；。 就是每单位时间内从导管流出的气体的 


①此处以及本节的问题中, P 表示压力的可变部分，以前它是用 〆 表 示的. 
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体积. 

现在我们可以将管的开 n 端看作强度为及；。的气体“源”.这 
样，管口发射问题就等价 r •公式(乃. 10) 所解决的脉动物体的发射 
问题.这电，我们要用代替物体体积对时间的导数^干是，声 
发射总强度为 

I ^ pS 2 i)\ / (75. 5 ) 

问 超 

问题 1. 设声音由截面积为&的管道进人截面积 为&的 管道，试确定 
其传递系数， 

解：第一个管道中有两个波：入射波；和反射波 W = 
e - K * r +{ U °. 第二管道中有透射波在两个管道的连接点0 = 
0) 上，压力必定相等，每单位时问内由一根管道进人另一根管道的气体体积 
公;也必定相等.这些条件给出了〜+ 01;-^ 2 , ^(^-00=^, 由此有 
^-20^/(^+^). 透射波与人射波中能量通量的比值厶为 

D = ^： P C I ^2 ! 2 = ^1^2 [ 2 

或者 

(A+W 1 {s^sj • 

问題 2. 试确定从柱形管道开 in 端发射的声能值. 

解：管道； im 端的边界条件是 々= o , 我们可以近似地略去其中发射陂 
的压力（我〖门将知道，管端的发射强度是很小的),于是，就得到边界条件义 
— 1;,其中化和 p ; 分别 是入射波和 返回符 道的反射波的压力.关于速度, 
相应地有 ^ i = v [, 从而管端处的合速度为 v Q = v x - i r v \ = 2 v u 入射波中的能量 

通量是 cSp^f = i - 利用( 75 . 5 )式，可得发射能和入射波能量通量的 

比值为若是(半径为 i ? 的）圆截面的管道，则得 D ==/?% Vc 2 . 既然 

JTC 

按假设有 / K < c /以，由此可知 Z )《 1 . 

问题 3. 设柱形管的-端用薄膜蒙上，薄膜以给定的频率振动并发射声 
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從；另一端开 U . 试确定声音从管道发射的规律. 

解： 在通解 

p ={ ae ikx + he ^ ikx ) e^ imi 
中，我们利用下列边界条件来确定常数《 和心 
在封闭端（怎=0)， v — u = u 0 e ~ iat , 

在开口端 (a? = Z)， p ~0, 

其中 m 是给定的薄膜速度.这些条件给出+ 6=cp«。. 定 

出 a 和6巟，可求得管道开口端的气体速 度为％ = w/cosW . 如果管子不存 

在，振动薄膜发射的声强将按公式 (73.10) 由均方值 

炉 ㈣ 之口 T 

确定，公式中以及 i 代替广，汶是薄膜的 面积. 管端的发射正比于厶 2 ]^ 2 公 2 . 
兹定义管道的“声放大系数”为 

A=S^J^JJS 2 \u] J , 

就得到 



cos 2 kl 


当薄膜的振动频率等于管道的本征颊率（共振)时，乂值就变成了无限大•当 
然，它实际上仍是一个有限值，因为此时某些已被忽略的因素（例如，.声发射 


引起的内摩擦)将起阼用. 

问题 夂设上题中为锥形管，薄膜蒙在小截面一端，试求 其解. • 

解：管截面面积为设对应于较小和较大管端的坐标值为 A， 

则管长为 l = xl - x u 方程(75.4)的通解为户4，(0^“+&0“0 6 、‘; 

X 

Q 和 b 可由下列边界条件确定： 

x=^Xi fV—u x=x 2 , p = 0, 

于是求得放大系数为 

A =^^\\vz | 2 = _^l£l_. 

S 0 xl]uJ^ (sinkl kx { coskl) 2 

问题 5. 若问题 3 中管子的截面积沿其长度方向按指 数律汉 变 
化，试求其解. 


解： 方程 (75. 4) 变为 

4 ' - 


1^4-邊+心= 0, 


9 Z 1 


9x 


♦在5 - 

4 ^ 


由此有 

_ 1 

p^ e ^ i ai (ae imx ^ be' imx )e^ ifx>i p 

其中 m ~\/ k 2 — a 2 /4. 由条件 

: r = 0 时 , w 和 r = Z 时， p ，0 


确定出 a 和我们求得尚々>^时的放大系数为 


A , ^ ； 1^0 

™ ^ oi «| 2 



— (a/m) ^inml -{ cosmZ 
2 



当 A ;< 2 -时，則有 


A 


2 


(a/m f )shm f l f- chm f l 



§76. 声音散射 

如果在声波的传播路径中存在着某个物体，声音就会发生散 
射, 即除入射波外，还会出现另一个(散射)波,它从散射物体出发, 
向各个方向传播.单是因为传播路径上存在物体，就可以产生声 
波散射;此外,入射波还会引起物体本身的运动，这就进一步带来 
了物体的附加声发射，即又一种散射.但是，如果物体的密度比声 
音传播介质的密度大得多，且其压缩性很小，则物体运动产生的散 
射，只不过是对因物体的存在而产生的主要散射的一种小修正.下 
面，我们将不计及这种修正所以假定散射物体是静止的. 

我们假设声音的波长 a 比物体的线尺度/大得多；那么，在计 
算散射波的某些特征量时，就可以应用公式 (73. 8) 和 (73. 11)0). 
此时，我们可以将散射波看成是由物体发射的；差别仅在于，现在 
不是物体在流体中运动，而是流体相对于物体运动，这两个问题显 


①间时，物体的线尺度又必须比波中流体质点的位移振幅大得多，否则，一般来 
说流动将不是势流， ' 



然是等价的 • 

我们曾经得出过发射波速度势的表 达式： £~-^ 

在该式中， r 是物体的体积.但是，在目前情况下，物体体积本身 
是保持不变的，因此，广不应理解为物体体积的变化率,而应理解为 
假设物体不存在时，每单位时间内进入它所占有的那块体积 h 的 
流体体积.因为当有物体存在时，这一体积的流体就不能穿过表 
面而进入匕了，这就等价干有同样体积的流体从匕中发射出来. 
从§73中可知，必的第一项中的系数 UAnv 恰好是每单位时间内 
从原点发射的流体体积.这个体积是容易求得的.在与物体体积 
相等的容积中，每单位时间内流体质量的变化是 hp , 其中 P 代表 
入射声波中流体密度的变化率（因为波长比物体线尺度大得多，在 
相当于这个尺度量级的距离上，密度可以认为是不变的；因此，我 
们可以将 h 中流体质量的变化率就写为 V , p 9 其中在整个体积 
Vo 中为同一值）.与质量变化相对应的体积变化显然是 
Vofi / p . 因此，在《的表达式中的沪必须代以 hp / p . 在平面入 
射波中，密度的可变部分 P ' 与速度的关系是 p '^ pv / c , 因此 /)= 
〆 = pvfc , 干是 F 0 /)/ P 可用 Voi>/c 代换， 

当物体在流体中运动时，矢量 A 由公式 (11. 5), (11. 6) 确定， 
即 pV ^ Ui ， 现在必须用流体速度幻加上负号来代 
替物体的速度 W ， 这里的 t 是指假若物体不存在时,入射波中物体 
位置上的流体 速度.于是 

(76. 1) 


(76. 2) 


A t = 


4jrp 


VoV t 

4jt 


最后 , 我们得到散射波的速度势 


</> 


Vov A 


SC 


Ancr cr 


矢 fi A 由公式 (76.1) 确定.由此，可求得散射波中的速度分布为 


V^n . ti( n_ A) 
Anrc 2 rc 2 


(76. 3) 


(参看 §7 3 ), ri 为散射方向的单位矢量. 

每单位时间内散射到给定立体角元如中的能量平均值_能 
量通量确定，其值为 cpiLrMo . 对所有方向积分这个表达式，就 
得到总散射强度 /#. (76. 3) 中两项相乘积的二倍的积分为零，因 
为该乘积正比于散射方向和入射波传播方向夹角的 余弦. 干是， 


积分后就剩下(参看 (73. 10) 和 (73. 13))： 





4jt p 

3c^ 


• • 

A 2 


(76. 4) 


通常，散射用所谓有效截面来表征，它是散射到一个给定 
立体角元中的（时间)平均能量与入射波能量通量的平均密度之 
比.总有效截面则是沿所有散射方向的积分，即它是总散射 
强度与入射能量通景密度之比，因而显然具有面积的量纲. 

入射波能量通量的平均密度是 cpP . 因此，微分有效散射截 
面为 （ Cp ^/(? i ^ 2 ) T * 2 i 0, 即 

da ~ ( vie / v 2 )^ do , (76. 5) 


总有效截面为 

_ V\ z> 2 , 4jt A* 


(76. 6) 


若是单色入射波，速度对于时间的二阶导数的均方值正比于频率 
的四次幂.因此，对于线尺度比波长小得多的物体来说，它对声波 
散射的有效截面正比干^ 4 . 

最后，我们简单讨论一下相反的极限情况，即散射声波的波长 
远小于物体尺度.在这种清况下，除了很小角度的散射以外，所有 
的散射都相当于从物体表面上的简单反射.这部分散射所对应的 
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总有效截面，显然应等于用一个垂直于入射波方向的平面截取该 
物体而得到的截面积及但是,通过（量级为 2/ c 的)小角的散射, 
则构成物体边缘的衍射.这里，我们暂不详细说明描述这种现象 
的理论，它完全类似于光的衍射①.我们仅仅指出，按照巴俾涅原 
理，声衍射的总强度等于声反射的总强度.于是，有效散射截面的 
衍射部分也 等于& 因此，总截面为2足 



题 


问腰 1. 乎面声波被半径为 丑的固 体球所散射，假设丑远小于波长，试 
求有效散射截面. 

解： 平面陂中给定点上的速度是对于球来说（参看§11之 
问题】）， 矢量 、为一我们求得微分 W 效截面为 



0> 4 圯 

~9^ 


(卜 


3 

2 


COS 



do, 


其中0是入射波方向与散射方向之间的夹角.在 0=- n 的方向，即在入射方 


向的反方向上，散射强度最大.总有效截面为 

__ln ( R 3 co z \ z 


这里（以及下面的问题3和4中）是假设球的密度 A 远大于气体密度 
P; 不然的话，就需要考虑由振动的气体作用在小球上的压力所引起的小球的 
运动. 

问题 2. 试确定声音被流滴所散射时的有效散射截面，解题时要考虑流 
休的伍缩性和入射波⑴起的小滴运动. 

解： 当小滴周围的气体压力绝热地变化一个〆值时，小滴的体积咸小 
了其中内是小滴的密度.但（邦 / ap。）， 是流体中声速 
h 的平方，而平面波中压力变化和速度的关系是〆 = 这里 p 是气体的 

密度.因此，每单位时问内小滴体积的咸小为 rdcp/ciA), 在表达式（ 7 6, 2) 


① 参看 The Classical Theory of Fields 、 §7 〜 7 至 § 7-9( 中译本： JI •工•朗 

遵, E. M. 栗弗席兹著，<场论>，详朗，袁炳晴译，人民教育出版社， 1959；. 

卜％ ’ • 9 1 


f ^ 



和 (76. 3) 中，现在必须用差值 IVy/c — tJcp / dpn ) 来代替 V 0 i>/o. 此外，在4 
的表达式中，我们必须以差值 u ~ y 代替一 q 其中 w 是小滴因入射波的作用 
而得到的速度.对于球体来说，利用§11问题1中的结果，则有 

—Po) / (2p 0 + p). 

把这些表达式代入，就得出有效截面为 

dado. 

9c 4 (\ Copo / 2p 0 + p J 

总有效截面为 

^ (A cV V , S(p,-p) % \ 

a + (2^ r^r 

问题 3. 设有一半径及远小于 n / v /© 的固体球,其比热很大,使得溫度 

可以看作常数.试求该球的声散射有效截面. 

解： 在这种情況下，我们必须考虑气体粘性对小球运动的影响，矢量 A 
必须修改为§ 73问题2中所表示的那种形式，当 RVe>/v<l 时，我们有 X 

= ~3iRvv/2co 9 

气体的导热性也引起同样量级的散射.设为声波中某一绐定点 
上的温度变化.在球附近的温度分布为（参看 S 52问題 2) 

(R/r)e' <l - 

(当时，必须满足 T ' = 0). 当丑\/^《1时，每单位时间内由气体传 


递给小球的热量为 

q 这 4nR 2 K^~pj = 

这一热传递引起气体体积的变化，它对散射的影响就如同球体体积发生了一 
个相应的有效变化，其值为 f = — 4兀及/(>> — l ) v / c ， 其中， 

p 是气体的热膨胀系数,这里也利用了公式 (63.13) 和(77.2〉. 

■ 

考虑这两种效应，我求得微分有效散射截面为 


dcx — ^ (.y —1 ) — v cos 9 do* 


总有效截面为 

cr = 4 ;r(^^-) X 7, (y — 1 ) 2 + J. 

这些公式，只有当斯托克斯摩擦力远小于惯性力时，即及《说山时才成 

立，其中 il / 二仏把 P D / 3 为球的质量；否则， fr 祜性*作用 所引® 的琿的璋动轉 

■ • 1 

▼ • 
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变得重要了. 

问 H 4. 设一固体球散射平面声波试求此球所受到的平均作 
用力. 

解： 每单位时间内由入射波传递给球的动量(即待求的力)，就是入射波 
动麗和散射睞的总动量通量之差.从入射波中散射掉的能量通量为 ( JcE 0f 
其中私为入射波的能量密度;除以 c , 即得对应的动量通量在散射波 
中，散射到立体角元 io 中的动量通量为瓦。瓦。如；将它投影到入射波 
的传播方向上（显然，这正是待求力的方向），并对 所有的 立体角积分，就得到 

E 0 [ cosOda » 


因此，作用在球上的力为 


F — E 0 j ( 1 — cos 6 ) dcr t 


将问题1中的 da 代入后，得到 

F = Ujico 4 R 9 E 0 / 9 c i . 


§77.声音的吸收 

由于存在粘性和导热性,就要导致声音能量的耗散.因此，声 
音将被吸收，即声音的强度将逐渐减弱.为了计算能量耗散率 
我们要用到下面的一般推理.机械能乃是由给定的非平衡状 
态转变到某个热力学平衡态所能实现的最 大功. 由热力学可知①, 
如果这个转变是可逆过程 （即熵 不发生改变），就得到最大功，于是 
有 FfE 0 — E ( S )， 其中 私是给定的能量初始値,芯 (幻为 某个平 
衡态的能量,该平衡态的熵 S 与系统 熵的初始值相同.对时间取 

微商后即得氣 a 二-及(奶二 一 (||}^能量对熵的导数为温度， 

因此， 9 E /9 S 就是假定系统处子热力学平衡态（且具有给定的熵 
值）时所应具有的温度.将此温度记为 7 V 就得出 

①例如，参看们1 9 (中译本 ： JL J 1； •朗道， E . 栗弗席兹 
f 计物理学>，杨训恺等译，人民鹗育出版社，1 964) , 


t 7% f 



我们应用 A 的表达式 (49. 6), 它给出导热和粘性两者所引起 
的熵变化率.因为在整个流体中温度 T 只有微小的变化，而且和 
A 没有多大差别，所以可把 T 移到积分号外，并且可以把 A 写为 
即 


及机一 fj (▽乃 W - 如 j (|^ 




一 5 (V.xOW. 


( 77 . 1 ) 


这一公式把公式 （16. 3) 推广到了导热的可压缩流体的情形. 

设 z 轴为声波的传播方向，则有 h =% cos(&;r — £ 0 <)， v s = v x 
= 0. 由 （77. 1) 式的后两项，得到 

- (+” + €) ^~ - 左 2 、去 V + j*sin 2 ( 女 z 一 cot^dV* 

警 

当然，我们关心的只是时间平均值，取时间平均后得到 


-^(± Tf - hCy ^ vlVoCVo 是流体的体积) 


其次，我们来计算 (77. 1) 式的第一项.声波中，温度对其平衡 
值的偏离和速度的关系由公式 (63. 13) 表示，因此，温度梯度为 

^^-^-VoJcsin (lex-cot), 
dx Cp dX Cp 


取 (77.1) 式中第一项的时间平均值，我们得到 一 KC 吁夕 
/2 c |. 利用熟知的热力学公式 


Cp—c v —-Tp z 



: TOj 〈訟 s = T 妒 c、! c p , ( 77 . 2 ) 


可以将上面的表达式改写为 

—— ~ K ^ -~^)& 2 ?；0^0. 

2 Vc y c p J 

综合以上结果，我们求得 能量耗 散的乎均值为 


E 


IcV 0 V Q 




(77. 3 ) 




而声波的总 能量为 

E = ^- pvlV 0 . (77.4) 

在§ 25中所导出的阻尼系数表示出重力波的强度随时间衰 
减的 规律. 但是，对于声波来说，问题的提法通常有所不同•.声波 
在流体中传播，其强度随着所通过的距离增大而衰减.显然，这种 
衰减将按照 e - 2 # 的规律进行，而振幅则按 e - p 衰减，其中的吸收 
系数 V 定义为 

y =\ i }^\ l 2 cE . (77.5) 

将 (77. 3) 和 (77. 4) 代入此式，我们求得声音吸收系数的下列表达式: 

^ ‘ [( 如 +X-》)]. (77 . 6) 

我们可以指出，吸收系数正比于声音频率的平方①. 

只要上式确定的吸收系数值很小,这一公式就可应用，就是 
说，它要求在相当子波长数量级的距离上，振幅的减小必须是相当 
小的（即满足实质上，以上的推导正是基于这一假设， 
因为我们已经用不衰减的声波表达式来计算能量耗散.对于气体 
来说，这一条件实际上总是满足的. 例如 ，我们.可以考察 (77. 6) 式 
的第一项.条件 ycjco ^ l 意味着 vo / c 2 《 l . 但是，由气体分子运 
动论可知，气体的粘性系数 V 是和分子平均自由程丨与分子平均 
热速度的乘积同一量级的;而后者又和气体中的声速属同一量级, 

从而有 V 〜 &• 因为我们已知于是得到 

v < ojc 2 〜 lcolc 〜 llk 《 X , (77.7) 

① MA. 伊萨柯维奇 （IIcaKoBm) 曾指 出：当 声音在一种二相系（乳溶系）中传播 
时,一定存在某种待殊的吸收.由 T 两种成分的热力学性质不同，在声波通过期间，它 
们的温度变化一般也不相同.由此产生的两种成分之间的热交换引起一种附加的声 
吸收. 由 T 这种热交换比较缓慢，很怏就发生了显著的声频散.详细计算参阅 M.A. 
伊萨柯维奇， HiypiiaJi 9KcnepHMeHTaai>HoH h Teop8TE T iecKoK ^ hjhkh , 18,907,1948. 
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又因 为/〜 v , 由 (77. 6) 中的导热项也可引出同样结果. 

在液体中，当上述声吸收问题具有重要意义时，吸收系数小的 
条件总是得到满足的.只有当粘性力和物质受压缩时所产生的压 
力两者大小相当时，在一个波长距离上的声吸收才会变大.但是， 
在这种情况下，（粘性系数与频率无关的）纳维-斯托克斯方程也变 
得不成立了，此时会产生由于内摩檫过程而引起的昆著声频散.① 

当有声吸收时，波数和频率的关系显然可以写为 

k = co ! c - {- iaco 2 , (77. 8) 

其中《表示吸收系数中 W 的系数.不难看出，当考虑吸收 
作用时，行进声波的方程必须作怎样的修正.为此，我们指出，当 
不存在吸收时，比方说，压力 〆 二 ， Or — d ) 的微分方程可以写成 

显然，解为而且 A ; 值由 （77. 8) 式给出的那 

dX C dt 

个方程一定是 * 

办'_ IV 9 ^' 

如果以 r + a :/ c 代换£，这一方程变为 

即一维的导热方程. 

该方程的一般解可以写为(参看§ 51) 

p，r) = 2V 1 謹 l P » (r，)eXP _ iax 

其中 pi ( r ) = 〆 (0, r ). 如果波是在有限时间间隔内发射的，则在 
离声源足够大的距离上，这一表达式变为 


(77. 9) 


(77. 10) 


①能够产生强吸收且仍可以用通常方法加以处理的一种特殊情况是：气 体的导 
热系数异乎寻常地超过了粘性系数，原因是出现了诸如在极髙温度下辐射传热之类的 
效应. 
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V f (方， r ) = ^7 ™^ ex P ( —* r 2 /4 ax ) Wr ’. (77. 11) 

换句话说，在远距离处波形是髙斯曲线.它的“宽度”为的量 
级，即波的宽度按波所通过的距离的平方根的规律而增大，而波幅 
则与 VI 成反比地减小.因此，我们立刻可以断定,波的总能量随 
着 l / A 而减小. 

容易导出球面波的类似公式.为此，我们必须用到以下事实， 
即对于这种波，有 


j 〆 dt ~0 

(参看 §69). 在现在的情况下，我们得到的不是 (77.11) 式，而是 

/(咖常数>4![幽芳^:, 

或 


p ’ ( r , r ) =常数 x T s exp (- r 2 /4 ar ). 


(77. 12) 


当声波在固壁上反射时，一定要发生强烈的吸收 ( K . O •赫兹 


菲尔德，1938; B . n . 康斯坦丁诺夫，1939)，其理由如下.在声彼中, 


不仅是密度和压力，而且温度也围绕其平均值作周期性的振动. 


因此，即使固壁近旁流体的平均温度等于壁面温度,在流体和壁面 


之间也还存在一个周期性的脉动温差.但是，在壁面上，固壁的混 
度和紧贴着的流体的温度必须相同.因此，在一个很薄的流体边 
界层内，就会形成很大的温度梯度,即流体温度由其在声波中的值 
迅速地改变到壁面的温度值.然而，出现大的温度涕度将导致因 
导热而产生的强能量耗散.由于类似的理由，当声波从某个斜方向 
入射到壁面上时，流体的粘性也将引起强吸收_在这种情况下，声 
波中的流体速度(它沿着波传播的方向)有一个与表面相切的非零 

分量.但是在壁面上，流体必须完全“粘着”于 壁面. 因此,在流体 
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边界层中， 一 定会产生相当大的切向速度梯 度①, 从 而引起 相当大 
的能量粘性耗散(参看问题 o . 


问 题 

问趣 1. 当声波受到固壁反射时，假设固壁密度很大使得声音不能穿 
透； SL 比热很火，以致壁温可以看作常数.试求被吸收的能1的百分比， 

解： 取固壁平面为平面:以人射平面作为 w 平面，且设入射角（它 
等于反射角）为 A 在表面的任何给定点上（比如说， z = y = 入射波中密 
度的变化为反射波具有相同的波幅.所以在壁面上 pHpI . 
因为有两个波(入射波与反射波）同时传播,所以，流体密度的实际变化为 P' 
= 2Ac ic ) t m 声陂中的流体速度为 u 2 = (?p^i 2 /p . 因而，壁面上 
合速度 v ~ v { -^ v 2 的大小就是 

v = Vy~2Asin6eC~ ial / p 

(或者更确切地说，这是在不使用准确的粘性固壁边界条件时所求得的速 
度）.速度心沿着壁面方向的实际变化由公式 (24.13) 给出，而粘性引起的 
能量耗散则由公式 (24.14) 确定，该式中的必须用上面关千 r 的表达 
式代换. 

如果计算时不采用壁面上的精确边界条件，可求得温度对其平均值（即 
壁面 温度〉 的偏离（参看 (63. 13) 式）为穸 =24c 2 !T々-bVc P p. 怛是实际上，温 
度分布要在边界条件 = = 0 之下求解导热方程籴确定.因此，它将由 

一个完全类似于 （24.13) 的公式表示. 

在算出了公式 t77. 1) 中第一项所表示的由传热引起的能耗散后，我们就 
求得了壁面 L 毎单位面积的总能量耗散为 

及机 =— A ^ 2 ^ y Y (^ f — 1 ) + yV S in 〜 • 

由入豺波投射到单位面积壁面上的平均能量通 i： 密度为 

cpv\ eos^= (c 3 A 2 /2p) cos^. 

因此，反射时被吸收的能量比数为 

CCOSU L ^ c v / w 

①由 T 边界条件的要求，无论有无粘性，边界上的法向速度分量总是零 • 
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这个表达式只有当它的值很小时才正确（因为在推导该式时，我们已经假设 
入射波与反射波的振辐相同).这一条件意味着，入射角0—定不能太接近 
于 n !2. ® 


问题 2. 试求在圆柱形导管中传播的声音的吸收系数. 

解：火部分声吸收是由管壁存在而引起的，吸收系数？等于每单位时 
间内在每单位长度的管壁上所耗散的能量除以通过管截面的总能量通量的 
两倍.应用与问题1中完全类似的方法，可算得下列 结杲： 








其中丑是圆管半径. 

问顯 3. 设声音在导热系数极高的介质中传播，试求频散关系. 

解： 当存在大的导热系数时，声波中的流动不是绝热运动.因此，现在 
代替等熵条件的为 


pT 



这是没有粘性项的方程 (49. 4) 的线性化形式.我们取 

p r ~ Ap f (2) 

为第二个方程，它是由方程 (63.2) 和 (63.3) 消去0以珩得出的.以，与 P 

为基本变量，则可把 〆 与 /写成下列 形式： 



将这些表达式代人 （1) 和 (2), 然府寻求与〃成正比形式的广与，、关 
于，和 7' 的两个方程的相容条件（应用了热力学量的导数之间的各种关系 
式），可以化为下面的 形式： 


这个式子给出所求的 A 与 O 之间的关系.这里我们采用了 符号: 



①关千任何角度下反射的声吸收问题，已由 B . n . 康斯坦丁诺火给出计算结 
果，参賓 iK}’u 职 j TojHjiqecKoif ^uamn, 9,226,1 93d # 




共中， V=o P / c v 为比热之比. 

在低频极限如 《dpO 的情况下，方程 (3) 给出 

& -0> , 1\ 

C B 2 c s \Cr c \) 

这对应于声音以通常的“绝热”速度 C , 传播并且吸收系数（即 (77. 6) 式的第 
二项）很小的情况.本来也应当是这样，因为条件⑺意味在一周 
期的时间内，热量仅能传递 ■量级 的距离（参看 (51. 7)), 这距离和波长 
o ( g > 比较起来要小得多. 

相反地，在高频率的极限情形下，我们由 (3) 式求得 




2 Xcl 


(C2 — Cjr). 


在这种情况下，声音以“等温” 速度〜 传播,该值总是小乎 C ,. 吸收系数词样 
远小于波长的倒数,它与频率无关，而和导热系数成 反比® 

问睡 4. 设声音在两种物质的混合物中传播，试求由扩散引起的附加吸 


收 （K r 夏普什尼可夫和 3. A . 戈里德別尔格， 1952). 

解： 混合物中有一种附加的声吸收源，因为声波产生的温度和压力梯度 
会引起不可逆的热扩散和压力扩散过程(但是显然没有物质浓度梯度，因而 
没有质量传输).这种吸收由熵变化率公式 (58. 13) 中的一项 



iHV 


绐出；这里我们用 C 表示浓度以区别于声速 c . 扩散通量为 

9 

1= -pD[ (Jc t /T) V^+ (W?) Vrf ， 

h 由 （58.〗0) 式确定.作类似于 §77 中做过的那种计算，并且利用热力学量 
导数之间的某些关系式，即可求得如下结果，即在吸收系数的表达式 07.6) 


中，还必须添加另外 一项： 

— Deo 1 

V 厂 2cp 2 {9firM P}T 



问題 5. 设声 音被- ▲个半径远小于的球所吸收，试求其有效吸收 
截面 • 


①方程 （3) 是 P 的二次方程，它的第二个根对应于随 z 增大而迅速衰减的“热 
波”.在的极限情形下，这个根给出 

k --^/ ico/X — (1 f On / o / 2 X f 

它和 （52.17) 式一致•在的情形，则有 (l + i ) VW 2^>7. 



解： 总吸收是由气体的粘性和导热两种效应组成的.前者取决于声波 
中的运动气体绕小球涞动时斯托克斯摩擦力所做的功.如同§ 76的问题3 


一样，这里假设小球不因摩擦力的作用而产生运动.导热效应则取决子单位 
时间内由气体传递给球的热量以参看§ 76 问题 3); 当传递的热量为 L 目•（离 
球很远的）气体与球之间的温度差为 r 时，能量耗散为 gT '/ T . 于是，可氺 

得总有效吸收截面为 



2ttR 


3v+ 2X 



§78. 第二粘度 

第二粘性系数 S (我们将简称为第二粘度)通常和粘性系数 n 
为同一董级.但是，有些场合的〖值可以大大超过化大家知道, 
第二粘度总是伴随着有流体体积（亦即密度）变化的过程而产生 
的. 流体在压缩和膨胀时，如同任一种急剧改变状态时一样，将不 
再处于热力学平衡态.于是，在流体中就会发生某些内部过程，它 
们趋向于恢复这种 平衡. 通常，这些过程进行得很迅速（即它们的 
弛豫时间很短)，几乎是随着体积的变化立刻就恢复了平衡，当然， 


某些体积变化率非常大的情形要 除外. 

但是，也可能出现一些过程，它们恢复平衡的弛豫时间很长， 
即过程进行得 很慢. 例如,我们考察一种 液体或 气体,它是几种物 
质的混合物,这些物质之间可以进 行化学反应； 那么， 对于任何给 
定的密度和温度来说，总存在一个由混合物中的物 质浓度所表征 
的化学平 衡态. 例如 ，若压缩流体使平衡受到破坏，反应就开始进 
行；其结果是，这几种物 质浓度将趋于与新的密度及温度相对应 
的平衡值.假使这种反应进行得 不快，平衡也 就恢复得较慢，而不 
是压缩一发生，其平衡就立刻恢 这后一 种过程，将伴 有趋千平 
衡态的内部过程.但是 ，建立平衡的过程是不可逆的 ，它们 使熵增 
大，因而总要耗散 能量.所以，如果这些过程的弛豫时间很长 ，别 

r • I f -■ ... 
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当流体受到压缩或膨胀时，就会产生相当大的能量耗散；且由于这 
种能量耗設是由第二粘度来确定的，这样，我们就可得出 《值 很大 
的结论①. 

耗散过程的强度以及5值，当然取决于压缩或膨胀的速率与 
弛豫时间之间的关系，例如，如果是声波.引起的压缩或膨胀，则第 
二粘度就依赖于波的颊率.因此，第二粘度不仅是表征有关物质 
的一个常数，而且还依赖于运动频率. < 对于频率的依赖关系称 
为它的 频散. 

下面用来讨论所有这些现象的一般方法，是由•曼杰利 
什塔姆和 M . A . 列昂托维奇提出的 （1937) .设 S 是表征物体状态 
的某个物理量是它在平衡态的值； 6是密度与温度的函数.例 
如,在混合流体中， S 可以，是一种组分的浓度，从而心就是它在化 
学平衡态的浓度. 

如果物体不处在平衡态， S 将随时间而变化，并趋于值 I 。.在 
接近平衡的状态时，差值 1 — 6 是一个小量，于是，我们可以将 S 的 
变化率4展开成这个差值的幂级数.因为在平衡态即 S 二 6时, 
| 必为零，所以不存在零阶项.因此，取到一阶项为止 ，有 

^ — 一 — lo ) (78.1) 

比例系数必须为负值，否则， S 将不趋于有限的极限值.正常数^ 
具有时间的量纲，因而可以看作所讨论过程的弛豫时间； r 值越 
大,趋于平衡的过程进行得越缓慢. 

下面,我们来考察流体受到周期性绝热压缩和膨胀的过程②, 
因此，流体的密度(和其它热力学量）的可变部分将通过因子 


① 产生大 S 值的慢过程,通常是从分子的平动自由度向（分子内部的）振动自由 
度的能量传递过程. 

② 熵的变化(在接近于平衡态时)是二阶小量；因此，在准确到一阶小暈的.范围 
内，可以把这一过程称做绝热过程， 

••- * • • w ’ 
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而侬赖于时间；这里，我们 所研究 的是流体中的声波.平衡位置也 
随着密度以及其它物理量一起变化，所以心可以写成 = 

其中，心 D 是对应于平均密度的一个不变的^值，而 S 是正比于 
f 的周期性变化部分.将4的真实值;写成 

i = ioo ri f , 

由方程 （78. 1), 我们可推断出 f 也是时间的周期函数，且与 G 的 
关系为 

— ( 78 . 2 ) 

1一 icor 


我们来计算该过程中压力对于密度的导数.现在，压力必须 
视为密度和所讨论的状态下 S 值的函数,它也是熵的函数；但由于 
我们假设熵为常数,为了简单起见，就略去不写了.于是 

dp \3p ) i\di Jpdp 

按照 (78. 2), 把 

31 _ n f _ 1 祀 —1 9 io 

dp dp 1— icor dp 1— icor dp 
代入上式，就得到 


2L _L_ 

9p 1~ icor 





i 


卞 U ! 人〜 


icor 



dX + (lf ■乂鸯麵粒 f 口蹄 ㈣ 雜 + ? 肝 p @ 

导数，这种过程进行得如此之慢，以致流体总是保持在平衡态.将 
这种导数记为 <? V ldp )^ 最后得出 

彔 = I ^ F [ (H - —(鸯乂 } (78 . 3) 

其次,设？。为热力学平衡态的压力； 外 和其它热力学量的关 
系由流体的状态方程表示，因此,当密度和熵给定后 ，以 就完全确 
定了.但是，非平衡态的压力》不同于抑，且 P 也是！的函数.如 


• u 


« 



果密度绝热地增大平衡压力将变化办 a = (9 pPp )^ d P> 而总 
的压力增量则为(办 0 P )(5 p , 其中由公式 (78. 3) 确定•因 

此，当所处状态的密度为 yo + 3 p 时，真实压力与平衡压力之差 

■ • k - • , 

P — Po 为 

= T ^ T [(數( 78 . 3 °) 

这里，我们关心的是由干流体的运动而产生的密度变化.因 
此与速度的关系由连续方程表示,我们把它写成这样的 形式： 

+ PV * i =0, 其中，^表示全时间导数，在周期运动中，我 
们有; ^(如）= 一 icodp ， 因此， 6 p = -式▽.认将此式代入 (78. 3 d ), 

a I ico 

得到 


?-~Po = 7 -— — (cj — c ^) (78. 4) 

丄 一 % COT 


这里，我们使用了符号 



其意义将在下面解释. 



(78. 5) 


为了找到这些表达式和流体粘度之间的关系，我们写出应力 
张量心,.在此张量中，压力出现于一 Mu 项内.如果将压力及减 
去由状态方程确定的压力 P 。， 我们发现，在非平衡态下，0^含有 


一个附加项 


一 (P—Po) 5 lA: = — ^— (ci—cl)3 ik Sf*v. 

1 — % C 0 T 


将该式与应力张量的一般表达式 (15. 2) 和 (15. 3) 加以对比 ，（ 在后 

两个表达式中，出现在项内），我们可以 断定： 为建立 
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平衡态而出现的慢过程，在客观上等价于出现第二粘度，其表达式 
为 

^_rp(cj'-cl) 

1 — icor # 

这些过程不影响普通钻度 7?. 当过程慢到使时， 

"M^ rp 

它随弛豫时间 r ffPi 大而增大，这与上面的叙述一致. 

大时, s 将依赖于频率，即此时将出现频散. 

现在来研究，如有弛豫时间长的过程出现(为确定起见，我们 
将讨论化学反应过程),会怎样影响流体中声音的传播.为此，我 
们可以从粘性流体的运动方程出发，而使 S 取公式 (78. 6) 的值•但 
是,更简便的做法是研究这样一种运动，其中，粘性可以略去不计, 
但 压力少 应由前面的公式而不是由状态方程给出.这样，在§63 
中得到的某些一般关系式，形式上还是可以应用的.特别是，波数 
和波频的关系仍然是& = 其中 = V 办 /2 p ， 而导数办 /9 p 现 
在则由 （78. 3) 式来表示.但是，量 c 是一个复数，已不再表示声速 , 


(78. 6) 

(78. 7) 
当频率很 


于是，我们得到 



x ——% cor 


clior # 


(78. 8) 


由这个公式给出的“波数”是 复数. 这一事实的意义是不难理 


解的.在平面波中，所有的畺通过因子依赖于坐标 zOc 轴是 
波传播的方向）.将&写成 


Ic ■— TC\ 1 1^2 

的形式，其中 h 和 h 为实数，我们有即除去周 
期因子 e < Atll : 之外，还有一个阻尼因子 e _ * 2；r (当然， （2 必须为正 
数).因此，波数的复数性合理地表示出波受到阻尼，即存在声吸 
收这一事实.复波数的实部代表了波的位相随距离的变化，而虛 

部则为吸收系数， 


t ^3 • 



将 (78. 8) 式的实部和虚部分开是不困难的.在为任意的一 
般情况下, h 和々2的表达式相当繁复，这里不拟 写出. 重要的是 
I 是频率的函数(&2同样如此)，因此，如果流体中会发生化学反 

应，则在足够高的频率下，声音的传播将伴有频散 • 

在低频 (C^«l) 的极限情况下，公式 (78. 8) 在一阶近似程度 
上给出 = 相当于声音以速度 Q 传播.当然，这是合乎逻 

辑的：条件 o > r < Cl 意味着声波的周期要比弛豫时间大得多， 
即随着声波中密度的改变，紧接着就建立了化学平衡，所以，声速 
可由导数 9 P /9 P 的平衡值 确定. 在二阶近似上，则有 

(78.9) 

Co 2 c?.o 

就是说，出现了阻尼，其吸收系数止比于频率的 乎方. 利用 （78. 7) 
式，我们可以把的虚部写成匕二^这和 (77.6) 式所表示 

的吸收系数 V 中与 S 有关的那-‘部分相吻合， 而 (77. 6) 式是在没 

有考虑频散效应的情况下得到的. 

在高频(⑼ r 》 l ) 的相反极限情况下,一阶近似给出 k ^ co / c ^ 

即声音以速度匕传播——这也是一个自然的结果.因为当 
时，我们可以认为在一个周期内没有发生反应，所以，声音的速 
度必须以浓度不变时所取的导数（办/3^\来 确定. 二阶近似 
给出 


左二豈 + f £| z ^ i ， （78.10) 

2rc^ 

即阻尼系数与频率无关，如果 o 从变化到，这一系 
数将单调地增大到由公式 10) 给出的常 数值. 应当指出, h / 左 
代表一个波长距离上的吸收量，这个比值在两种极限情况下都 

足小電(&2/&1《1);它在某个中间的频率，即 — (? o / c « 时，有 

T 


n 





一个最大值. 

例如，由 （78. 7) 式可以 看出： 

c«>c 0 (78.11) 

这是因为必有 S >0. 利用勒夏忒列原理作一些简单的推理，也可 
以得出同样的结果.我们假设在某种外部作用下系统的体积减 
小，密度增大.于是系统就离开平衡态,根据勒夏忒列原理，此时 
一定要发生一种使压力趋于减小的过程.这意味着办将减 
小.于是当系统重趋平衡时，办 /^> = c 2 的值将小于其非平衡态 
值. 

在上述所有公式的推导中，我们假设了只有一种缓慢的内部 
驰豫过程，也可能存在几种不同的此类过程同时发生的情形•所 
有上述诸公式都不难加以推广，使其亦可适用于这种情形.但此 
肘 已不再是只有一个量 S ,而是有若干个表征系统状态的量^，匕， 
…，和一系列对应的弛豫时间我们可以这样选择使 

得每一个导数么仅侬赖于对应的“，即 

#• 

L = ~' (In"|no)/^» 

作与前面完全类似的计算，可得 

十 l ， r n 

其中 8=( 办 /3 p ) { ，而常数〜为 

fl " = ( 毫) • 

如果只有一个量 L 公式 （78.13) 当然就变成 (78. 3). 


(78. 12) 
(78.13) 

(78. 14) 
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第九章激 波 

§79. 运动气体中扰动的传播 

当流体运动的速度接近或超过声速时，流体的可压缩性效应 
就变得非常重要.实际上，这种运动总是发生在气体当中，所以, 
通常把高速流体动力学称为 气体动力学. 

首先应当 指出: 气体动力学中所涉及的雷诺数通常是很大的. 
因为我们由气体分子运动论知道，气体的运动粘性系数 V ,是与分 
子平均自由程 i 和分子热运动平均速度的乘积同一量级，而分子 
热运动平均速度与声速 C 是同一量级，所以 v 〜如果气体动 
力学问题中特征速度也与 c 同一量级，则雷诺数 R 〜 Lc!v 〜 L ! l ， 
即丑由尺度 Z 与平均自由程 Z 的比值确定,我们知道，这个比值是 
很大的①.因为 当力很 大时，粘性总是只在很狭窄的区域内才对 
气体运动有重要影响，所以，今后(除特别指出的某些相反情况以 
外)，我们将把气体看作是理想流体. 

按照气流是亚声速的还是起声速的，即速度是小于或大于声 
速，这些流动在性质上便完全不同.超声速流动最重要且独有的 
持性之一,是其中可能出现所谓激波，激波的性质,我们将在下面 
几节中详细研究.这里,我们要研究超声速流动的另一特性,它与 
气体中小扰动的传播方式有关. 

假如作定常运动的气体，在任意一点受到轻微的扰动，接着， 
扰动的影响就以声速(相对于气体本身)在气体中传播.相对于固 

①我们不考虑物体在很稀薄的气体中运动的问题，在很稀薄的气体中，分子平 
均自由程与物体尺度是相当的.这种问题实质上不是气体动力学问题，而必须用气体 
分子运动论进行研究. 
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走坐标系 ，扰动的传播速度由两部分 组成： 第一，扰动被气流以速 
度 T “带走”；第二，它相对于气体，沿任何方向 n 都以速度 c 传 
播.为简单起见，我们来研究具有等速^的均匀气流，在某点0 
(固定在空间中)，它受到一个小扰动.扰动从点 O 传播出去的速 
度 幻 + cn (相对于固定坐标系）在不同的单位矢量 n 方向上有不 
同的值.将矢量 r 的一端置于点0;以 t 的另一端为球心，以 c 
为半径画一球面，即可求得传播速度所有可能的值.从点0到球 
面上各点的矢量，给出扰动传播速度所有可能的大小和方向.我 
们先假设〃 < c , 则矢量 zH - cn 在空间中可以有任意方向（图 
40 a ). 也就是说，在亚声速流动中，从任何一点发出的扰动最终将 
到达气体中每一点.反之，若则如图 40 b 所示，矢量 v-hcn 

的方向就只能在以0为顶点的圆锥之内，这个圆锥与以矢量幻另 

( 

一端为球心的圆球相切.设圆锥顶角为 2 a ， 则由图 看出： 

sincc = c / v . (79.1) 



(o) (b) 

* 

图 40 


这样，在超声速流动中,从任一点发出的扰动只能在—个圆锥之内 
顺流传播，比值越小，这个圆锥的顶角也就越小.由点0发出 
的扰动不影响这个圆锥外面的流动. 

由方程 (79.1) 所确定的角《称为马 赫角. 比值 y / c 本身是在 

气体动力学中经常出现的，称为马赫数 M : 

M ~ v / c . (79. 2) 

由一给定点发出的扰动所达区域的界面称为马赫面或特征面. 
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在仟意定禽气流的一般愔况下，马面汴不 是 在整个流动区 
域为一个圆锥.但是可以断萏 ： 马赫面~通过这个曲面上任意一 
点的流线的夹角仍 旧是马 赫角.马赫角的数值是随速度〃和 c 的 
变化而逐点变化的.这里顺便强调指出，在髙速气流中，不同点上 
的声速是不同的，它随着热力学鼉（压力、密度等)而变化，即声速 
是热力学量的函数作为坐标的函数的声速，有时称为当地 
声速. 

超声速流动的上述性质，使此流动具有与亚声速流动大不相 
同的特征.假如亚声速气流遇到任何障碍物（例如，它绕物体流 
动)，那末，这个障碍物的存在将影响到包括上游和下游在内的整 
个流动空间，只有在离障碍物无穷远的地方，它的影响才渐近地趋 
于零.但是,超声速气流是“肓目地”碰到障碍物上的，障碍物的影 
响只延及下游②；而在剩下的整个上游区域，气流如同不存在障碍 
物时一样. 

在平面定常气流情况下，特 
征面可用流动平面内的特 征曲线 
(或简称特 征线) 代替.通过这个 
平面内任意一点0有两条特征线 
(图41中的儿 4' 和 SV )， 它们与 

通过该点流线的交角为马赫角。 

特征线的下游分支 6 U 和0足可 
称为由点0发出的分支，它们围 图41 

成的流动区域是从点0发出的扰动所能够影响到的区域. 
分支 B ， D 和可称为到达点0的分支,它们之间的区域 



① 在第八章 中讨论 声波时.声速可看作常数. 

② 为避免误解，应该指出：如果在障碍物前面形成激波，则这个区域要稍微扩大 
一些(参看 §114). 
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是能够影响 0 点流动的区域. 

特征线(在三维情形是特征面）的槪念，还有一种稍微不同的 
含义.即它们是一些满足几何声学条件的声线，而扰动就沿着这 
些声线“传播”.例如，若定常超声速气流遇到一个很小的障碍物, 
则沿着由这障碍物发生的特征线，将发现气流的定常扰动.这与 
§ 67中研究运动介质的几何声学时所得到的结果相同. 

当我们提到气体状态的扰动时，指的是描写气体状态的任一 
特征量（诸如速度、压力、密度等）的微小变化.关于这一点，应作 
如下 说明： 气体熵值(在定压下)和气体涡量的扰动不是以声速传 
播的.这些扰动一旦出现，相对于气体就是不动的;而相对于固定 
坐标系，它们则以对应于每一点的气体速度随气体一起运动.对 
熵而言，这是理想流体中守恒律的一个直接 结果： 

dsj dt ^ dsjdt -^-^ V'SJs — O , 

上式表明，气体中任意给定的体元运动时，其熵保持不变,即每个 s 
值随着它所归属的点一起运动.对涡量而言，由环量守恒可得相 
同的结果. 

于是，对熵值和涡量的小扰动而言，可以说特征线就是流线. 
当然，这不会改变上述关于影响区域的论述的普遍正确性.因为 
那些论述的基础仅在于:相对于气体本身而言,扰动传播有一最大 
速度(声速）. 

§80. 气体的定常流动 

由伯努利方程，我们可直接得出关于气体绝热定常流动的若 
干一般性结果.对于定常流动，沿每条流线，伯努利方程为 


W + yV =常数； 

如果是勢涊，则对每一条流线，即对流体中的每一点，常数均相同. 



若在某条流线上，有一点的气体速度为零，则可把伯努利方程写成 

^ v 2 ^w 0f (80,1) 

式中，叫是0 = 0那一点上的恰值. 

对于定常流动，熵的守恒方程为 

Vdsldl — 0 , 

即沿着每一条流线， S 为常数.我们可以把这个方程写成类似子 
(80. 1) 的 形式： 

5 -- s q* (80» 2) 

由方程 （80. 1) 可知，在焓 w 较小的那些点上，速度^较大.（在 
所 W 论的流线上） u; 最小的点，其速度值最大，然而在等熵情形 
T , dw ^ dp / p ； 因为 p>0, 所以微分加和#同号，因而 w 和 p 按 

相 M 趋势变化.于是可以说,沿着一条流线,当压力减小时速度增 
加，反之亦然. 

在绝热流动中， ffi 力和焓的最小可能値，是在绝对温度 T =0 
时得到的.这个对应的压力是^=0,而我们不妨取肘 M ； 的 
值为能量的零点;子是 T = 0 时，二 0. 由方程 (80.1), 现在耐导 
出速度的最大可能值(在 〃 = 0处的诸热力学量之值都给定的情况 
下)为 

^rrux ~ ^2^0. (80. 3) 

当气体定常地流向真空时，可以达到这个速度①. 

现在我们来考虑质量通量密度 j = pv 沿流线如何变化.由欧 

拉方程⑼ *V ) 幻二一我们得到沿一条流线微分咖和办的关 

系式 : vdv 二 — d / p ! dp = c 2 dp ， 则得 

dp/dv — — pv / c z f (80. 4) 

①当然，在温度急剧降低的实况倩况下，气体必然凝结并形成二相的“雾”，但这 

对上述结果没有本质的影响 . 

. - … 


9Q 1 



把该式代入 d ( pv ) = pdv + vdp ， 即得 

d ( pv ) / d ?) = p (1 v 2 / c 2 ). (80. 5) 

由此我们看到，只要流动保持是亚声速的，则当速度沿着流线增加 
时，质量通量密度也增加.但在超声速范围内，质量通量密度随着 
速度的增加而减少，当时，它和—同变为零（图 42) •亚 
声速和趙声速定常流动之间这一重要差别，可简单地解释如 下:亚 
声速流动中，流线沿着速度增加的方向靠拢；而在超声速流动中， 
流线沿速度增加的方向散幵. 



图 42 

在气体速度等于当地声速的那一点上， 通量） 达最大值人 •_ 

(SO. 6 ) 

式中，星号下标表示对应于上述该点的值.速度称 为临界 
速度. 在任意气体的一般情况下,各种量的临界值，可以通过解联 
立方程 

二 s。, w^-\--~cl = w 0 y (80. 7) 

用 各量在 v 二0点 的值来 表示. 

很明显，只要就有而如果1>2,则 
vfc,>h 因而在这种情况下，比值二 ” / q 可用作类似干 M 的判 
据，并且这样更方便，因 为〜是 常数，而不像 c 那样沿着流线在 
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变化. 

就气体动力学一般方程组的应用而言，理想气体的情形是特 
别重要的.对于理想气体，由热力学可知各种热力学量之间的全 
部关系式，而且这些关系式都非常简单.这就使我们在很多情况 
下有可能给出气体动力学方程的完全解. 

作为参考，现在列出理想气体各种热力学量之间的关系式，因 
为下面经常要用到它们. • 我们总是假定(除特別说明者外)理想气 
体的比热与温度无关. 

理想气体的状态方程为 

TV — Pi P~^l (80.8) 

式中， i ? = 8.314 xl 0 7 尔格 / 度是气体常数，//是气体的分子量.如 

间§ 63所表明的，理想气体中的声速为 

c 2 — yRT/fx — yp / p f (80.9) 

这里,我们引进了比热之比 V = c p / c v 这个常数， V 永远大于1•在 
常温下，单原子气体的 V 二5/3;双原子气体的 V = 7/5. 

若不计及不重要的附加常数，则理想气体的内能为 

€ = c v T ~ pV/(y — l ) = c 2 / v(y —1). (80. 10) 

对于焓，我们有类似的公式： 

w — CpT ~ ypVI (y — 1) = c 2 / (y — 1). (80. 11) 

这里利用了熟知的关系式 4 一 。=况/^最后，气体的熵为 

s = c r ln ( p / p v ) — Cpln ( p Wv / p ). (80. 12) 

现在，我们把上面所得到的一般关系式应用于理想气体,来研 
究定常流动.将(別. 11) 代入 (80. 3), 我们求得定常流动的最大速 

度为 

^imx — c o ^/2 /(y —1) . (80. 13) 

对于临界速度，由（⑽ • 7 )的第二个方程得 

f n » 




v — 1 十 2 


2 


C ^ — Wq 


cl 


y — l f 


由此① 


= c 0 V 2/(y + l) 


(80.14) 


把焓的表达式 (80. 11) 代入伯努利方程 (80. 1)，可得出流线上 
任一点的温度和速度的关系式；而压力和密度的类似关系式可由 
泊松绝热方程 


P^Pq(T/T^ in ^ x \ n 0 (p/p a ) v . 


(80.15) 


直接求得.于是得到下列重要结果 


T ^ T 0 


v 




1- 


y — 1 v 


2 


P^Po 


V 


2 






p 0 1 — 


y + 1 cir 

y — l 
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P = Po 


V 


2 


1— -7T (y —1)*72 




Vo 



v + l cl 

y — l ■-” 

r+i cl 


t 


(80.16) 


有时，将速度用其它量来表示的关系式使用起来比较方便，即 


1} 2 — 2y p 0 
y — l po 


_,.K 



(y - l)/y' 


2y Po 


V —1 p 0 


卜 ⑸ 


y—l 


(80.17) 


我们也可以给出声速 c 与速度 v 的关系 


c 2 — Cq — 


V — 1 
~2~ 


v 2 — c | 


2 


y — l 

2~~ 


v \ 


(80.18) 


于是得到马赫数 M 与 M * 的关系为 


M 2 


V + l 


本 


广 1 + 2/M 2 " 


(80.19) 


当 M 从 0 变到 oo 时， Mi 从0变到 （v + l)/(y —1). 


最后,在公式 (80.16) 中，令〃 = c *， 可得临界温度、压力和密 


①图 42 表明空气 （ y«1.4, i^u = 2.45cj 的比值九为 ” /c * 的函数 


擎 


9) • 








度的表达式①: 



(80. 20) 


最后,应强调指出:上面推导的结果只适用于不出现激波的流 
动.若有激波，方程 (80. 2) 就不 成立； 当流线穿过激波时，气体的 
熵增加.但我们将看到，即使有激波时，伯努利方程 (80* 1) 仍然有 


效,因为在穿过间断面时，量扣+|〃 2 是不变的(§82).例如，公式 


(80.14) 仍然有效. 


问 



试用马赫数表示沿一条流线的温度、压力和密度. 


解： 利用上面所求得的公式，得 

卜 1 + 甲吟 « 


M z 




§81. 间断面 

在前面几章中,我们只研究了所有的量(速度、压力、 密 度等) 
都连续变化的流动.然而，这些量的分布发生间断的流动也是可 
能的 • 

气流中的间断发生在一个或几个面上,穿过这种面时,有关的 
最变化不连续，这样的面称为间 断面. 在非定常气流中，间断面一 
般是不固定的.但是，这里应强调指出 ：这些 面的运动速度与气流 

① 例如，对空气（V 而言，心= 0.913c。，0.528 外， /?• = ()• 634p。， 

0.S337%. 
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本身的速度无关.运动的气体质点可以穿过间断面. 

间断面上必须满足一定的边界条件.为了用公式表示这些条 
件,我们考虑一个面元,并取坐标系固定在面元上，其 Z 轴指向面 


元的法线方向 

首先，质量通量必须连续:从间断面一侧流来的气体质量，必 
须等于从另一_流走的质量.通过所考虑的面元每单位面积上的 
质量通量为于是，一定有 P .^ lx - P 2^, 这里,下标1和2是 
指间断面的两侧. ^ 


将任意一个量加上方括号,表示间断面两侧这个量之差，例如 


[ p ^ x ]^ P \ Vi x — p 2 V 2x , 因而刚才所导出的条件可写成 

[ P ” x ] = 0. (81. 1) 


其次,能量通量必须连续.能量通量由 （6. 3) 式给出.因此得 


到下列 条件： 



(81. 2) 


最后，动量通资必须连续，即间断面两侧气体相互作用的力必 

须相等.每单位面积的动量通量为（参看 + 法向 

矢量 n 沿; r 轴. 所以动量通量沿: r 轴分量连续性的条件¥ 

[P^P^] = 0, (81.3) 

而 y 和 z 分量连续洪的条件为 

[ pv ^] = 0, [ pv x v z 2 = 0 . (81.4) 

方程 (81. 1)~(8 L 4) 构成间断面上一组完整的边界条件.由 
这些条件,我们可以立即推出，有可能存在两种类型的间断面. 
第一种类型，没有质量通量穿过间断面.这就是说= 


二 0 •因为 Pi 和 P 2 不为零，可见因而满足条件 
(8 L 2) 和 (81. 4)，而条件 (81. 3) 给出 p { = p 2 - 于是，法向速度分量 


①如果不是定常流动，我们就考虑在很短的时间间隔内的这个面元 • 
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初气钵压力在 间断面 上兽達逯的： 

”1，二汐 2 r :0， M =0, (81. 5) 

而®向速度 W 、 〜和密度（以及除压力以外的其它热力学量)都是 


可以在任意值处间断的量.我们把这种间断称为切向 间断， 

第二种类型，质量通量不为零，所以，和也不 为零.因 
而，由 （81. 1) 和 (81. 4) 得 

[>，] 二 0, [”:] 二: 0， （81， 6) 

也就是说，间断面上的切向速度是连续的 . 但 ffi 力、密度(和其它 
热力$量）以及法向速度都是间断的，其间断关系为（81.1) — 
(81. 3). 在条件 (8 L 2) 中，我们可用 (81. 1) 消去并且由于 v , 
和〜是连续的，因而可用 W 代替其中的 〃 2 .于是，在这种情况下, 
间断面上必须满足下列条件： 


[ 心 ]= 0， 

睡 • 

-~ v l +w =0 , 



(81. 7) 


这种间断称为激波. 

现在，如果我们回到固定坐标系，则必须处处用垂直于间断面 
的气体速度分量〜与间断面本身的速度 w (定义速度 w 垂直于间 
断面)之差代替〜，即 


v x = v n — u ^ (81. 8) 

v 

t ? 和《是在固定坐标系中的速度.〜是气体相对于间断面的速度 • 
我们也可以说一〜二〜是间断面相对于气体的传播速度•应 
当注意，如果〜是间断的，则间断面相对于两侧气体的传播速度 
的值不同. 

我们(在§30中）已讨论过切向间断面，在这种间断面上，切向 
速度分量是间 断的. 我们曾指出，在不可压缩流体中，这样的间断 
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断是 绝对不稳定的，结果一定会 形成湍 流区.对于可压缩流体，类 
似的研究表明，在任何速度下，会出现同样的不稳定性. 

切向间断的一种特殊“退化”倩形是速度是连续的，但密度（因 
而除压力以外的其它热力学量）却是间断的.上述有关不稳定性 
的论述与这种间断无关. 

§82. 激波绝热关系式 

现在来详细研究激波.我们知道，对于这种类型的间断面，气 
体速度的切向分量是连续的.因此我们可以取这样的坐标 系：所 
考虑的面元在该坐标系中是静止的,且激波两侧气体速度的切向 
分量为零①.于是，我们可将法向分量〜简写为 V ，并将条件 

(81. 7) 写成下列 形式： 


PlVi = p 2 V 2 ^j, 

(82. 1) 

Pl+PlV]- 

= I>2+P2Vh 

(82. 2) 

Wi+ ~-v\ 


(82. 3) 


式中， j 代表间断面上的质量通量密度.下面，我们总把 j 取为 
正，且气流由1侧流向2侧.就是说，我们把激波运动所进入的那 
一侧气体称为气体1,而把留在激波后的气体称为气体 2. 激波对 
着气体1的一侧称为激波前沿，对着气体2的一侧称为激波后沿. 

我们将由上面的条件导出一系列关系式.利用比容 h 二 1/ pi , 
h = l / p 2 ，由 （82.1) 可得 

V ) — jV \ 9 V2 ~ jV 2 f (82. 4) 

将上式代入 (82. 2), 得 


①在 §§82— 85,87,88里，处处都用这种坐标系. 

静止激波称为压*间断.若激波垂直于流动方向，榦称为正激波，否则 称为斛 

• ■.j t r ， ，一 




Pi + fV^Pz^fVz, ( 82 . 5 ) 

或 

j 2 = (p 2 ~P\)/ (Vi ~F 2 ). ( 82 . 6 ) 

这个公式，与 ( 82 . 4 ) — 起，把激波传播速度与间断面两侧气体的压 
力、密度眹系起来. 


因为 J 2 是正的，所以，或者是 ^ 2 ;或者是 Vz < ^V\i 

Fi <F 2 . 下面我们将看到，实际只能出现前一种情况. 


我们应注意 F 面关于速度差 n 的有用公式. 

把 (82. 6) 代 

入”广，即得① 


V\—Vi = V ( p 2 — Pi ) (V I — V 2 ) • 

(82. 7) 

其次，可以把 (82. 3) 写成下列 形式： 


W 2 1 4~ 二扣2 + ~^ 2 厂！， 

(82. 8) 

再用 （82. 6) 代换上式中的得 


奶一祕 2++( Pi + K2) (外一 Pi) =0. 

(82. 9) 

如果用 f+yF 代替焓《；，这里 e 是内能，我们可以把上式写为 

fi*— e 2 -f—F2) (j^i - Irpz ) = 0. 

(82. 10) 


这些就是间断面两侧热力学量之间的关系式. 

当 Pi 和6给定时，方程 (82. 9) 或 (82. 10) 就给出外与匕之 

间的关系.这个关系式称为激波绝热关系式或两贡尼奧绝热关系 

j 

式 (W.J.M. 兰金， 1870 , H •雨贡尼奥， 1889 ). 这个关系式可用 
罗〜 F 平面上的图形（图 43 ) 通过给定点 CPuFD 的曲线表示[当 R = 
外， 6 二 6 时，当然也有 q = 所以 ( 82 . 10 ) 总是满足的].应注 
意，除 (h,h) 点以外，激波绝热曲线不能再与竖直线 F = h 相交 


①这里取正的平方根，因为一定有的—以> 0 ,这在以后 (§ 84 ) 就会知道, 


，衫 


« 




因 为如果另外还 有一个 交点，那就意味着对应于同一个比容有两 
个不同的压力满足 (82 彳 0) •但当 射 ，由 (82. 10) 也有 = 
而当比容和能量都相同时,压力也一定相同.所以直线7 = 1^把 
激波绝热曲线分成两部分.每一部分完全处于该直线的一侧.同 

r • , 

理,激波绝热曲线只在点 Cl ^ R ) 上与水平直线於二 ？1 相交. 




图43 

设 a〆 （图 44) 为通过作为气体 1 状态之一的点(化， R ) 的激 
波绝热曲线.在 aY 上取任一点(仏， F 2 ) 它也代表气体1的一种 
状态，并通过气体1的状态的点(:?2, h ) 画出另一条激波绝热曲线 
bb \ 显然 (^,7,) 这一对值也满足这个绝热曲线方程.因此，绝热 
曲线和 W 在 (^,6)*(：^, F 2 ) 两点相交.必须强调指出，这 


两条绝热曲线，是不象通过一个给定点的泊松绝热曲线那样彼此 
重合的.这是因为激波绝热方程不能写成 f ( P ， V ) =常数（这里/ 
是某个函数)；而泊松绝热方程却可写成 = 常数.对于一 
定的气体，泊松绝热关系组成单参数曲线族;而激波绝热曲线由初 
始值? h 和 R 这两个参数确定.于是也就有下述重要结果:若相继 
出现两个(或更多个)激波，使气体从状态1变到状态2,再从状态 
2变到状态3,则一般说来，要通过任何单个激波，使气体从状态 
1转变到状态3是不可能的. 

对于给定的气体初始热力学状态(即给定 h 和 K ), 激波由一 
个参数唯一确定.例如，若给定激波后的压力？2,则匕由雨贡尼 
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奥关系式确定，干是由公式 (82. 4 ) 和 (82. 6), 即可给出通量密度 j 
和速 度〜及 但应指出 ，在这里所考虑的是这种坐标系中的激 

波：在此坐标系中，气体运动与激波面垂直.如果激波相对于流动 

• ■ 

方向是倾斜的，则还需要另一个参数，例如沿激波面切向速度分散 
的值. 

可以指出下列一种用图解释公式 (82. 6) 的方便方法，如果将 
激波绝热曲线上的点 ( PbFO 与曲线上另外任意一点 ( p 2 , F 2 ) 用一 
根弦相连（图 43), 则 （ p 2 — ？0/( F 2 —7,) = — 尸恰好是这根弦相 
对于横坐标轴的斜率.于是， j 由激波绝热曲线上的每一点与点 
( h , h ) 所连成的弦的斜率所确定，激波速度即随之而定， 

与其它热力学量一样，熵在激波上是间断的.根据熵增加定 
律，在运动过程中，气体的熵只能增加.因而气体在穿过激波后， 
它的熵 h 必定起过初始熵即 

5 2 >5 j . (82. 11) 

下面将会看到，这个条件对激波中各个量的变化情形起很重要的 
制约作用. 

应当强调说明以下事实：在可以把整个空间都看作是理想流 
体运动(粘性系数和热导率为零)的那些流动中，激波的存在导致 
熵的增加.熵的增加意味着运动是不可逆的，那能量有耗散•因 
此，间断面是理想流体运动中能量耗散的一种结构 • 由此可见，当 
物体在理想流体中以这种方式运动而引起激波时，就不再出现达 
朗伯佯谬(§11),而是存在阻力 • 

当然，激波中熵增加的真正机制是由于在很薄的实际激波层 

中出现耗散过程(参看§8 7 ).但要注意，耗散量完全由用于激波 

■ 

层两侧的质量、能量和动量守恒律确定;激波层的厚度正好可以给 
出这些守恒律所要求的熵的增加. 

激波中熵的增加，对运动还有另一个重要影响，就是说，即使 
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激波 前面是势流,激波后 面一般也是有旋的.我们将在 §106 中重 

新讨论这个问题， 

--:二 . 

§ 83. 弱激波 

现在来考虑每个畺的间断值都很小的这种激波，我们称之为 
弱激波.将关系式 ( 82 . 9 ) 变换一下形式，即按小的差值^一心和 
h — h 的幂次展开.我们将看到， h 1 的一阶和二阶项可以消 
去，因此，对于 h — h 而言，这个展开式必须精确到三阶项.而对 
于^—~而言,在这个展开式中只须 保留一 阶项.因而有 

W Z ~ ( S 2—$1)+(^^) (P2 — Pt) 

+ y(Si)s (? 2 _P,) 2 + Ki?f). (p 「 ?i) ’. 


由热力学恒等式“ =+ F 办，我们有导数 


于是 



Wz—Wi^T^Si—St) ^Vj(p 2 ~Pi) 

+ Kir), (? 2 _p,) 2 + i(l?). (n ~ p ' y - 

比容 F 2 只需对 p 2 - p , 展开，因为方程 ( 82 . 9 ) 的第二项已经包含小 
的差值 A — 而对于 Si 的展开式，会出现 O2 —" SlKh — ? 1 ) 
形式的不重要的项，所以 

y 1 - v 1= (^p~) _ - 沪 i) 2 . 


把这个展开式代入 ( 82 . 9 ) 得 - 

s 「 s ' = ▲(『£), (p2_p,)S - (83 - 1] 
罔而:彳目_于 压力间 断来说，弱激波中熵的间断是三阶 小量. 



在已经研究过的所有情况下，压缩系数一(派/办叭都是随压 
力的增加而减小的，即二阶导数 

(p).>0. (83. 2) 

但应强调指 出：这 不是热力学关系式,而且不能以热力学为依据而 
导出.所以,原则上,这个导数为负值也许是可能的.后面将不只一 

次地看到，导数的符号在气体动力学中是很重要的.下面 
我们假设它是正数①. 

在平面上通过点1(%, 6)画出两条 曲线： 激波绝热曲线 
和泊松绝热曲线.泊松绝热曲线方程为〜一6=0•把它与激波绝 
热方程 (83. 1) 在点1邻近进行比较，可以看出，这两条曲线在这点 
是二阶相切的，即它们的一阶导数和二阶导数都相等.为了决定 
这两条曲线在点1邻近的相对位置，我们利用以下事实：根据 
(83.1) 和 (83. 2), 在激波绝热曲线上，若必定有&>«,，而 
&泊松绝热曲线上，則有 s 2 ~ s ^0. 所以,如果两曲线上的点的纵 
坐 fe h 相等，则激波绝热曲线上的点的横坐标一定大于泊松绝热 
曲线上的点的横坐标.这一结论可由下述事实立即得出，即按照 
熟知的热力学公式 

Jp^CpXdTjp 9 

可知:对于受热膨胀即 ( dV /9 T) p 为正的所有物质而言，在定压情 
况下，熵随比容的增加而增加.仿此可以推知，若则泊松 
绝热曲线上点的横坐标大于激波绝热曲线上相应点的横坐标•因 

而在切点邻近，这两条曲线的相对位置如图 45 所示 (冊 ，是激波 

> 

①对于理想气体，则 

/ d z P r \ —V +1 V 

\ dp z )M Y l P x 

求取这个式子的最简单方法，是对泊松绝热方程 P 厂 7 =常数进行微分。 
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绝热曲线，是泊松绝热曲线)①，由 （83. 2) 可 
知，这两条曲线都是上凹的. 

如果和都小，在一级近似下, 
公式(82.6)可写成，=一（办/抓)，(我们取等 
熵情况下的导数，因为在点1处,这两条绝热曲 
线的切线重合）.在同样的近似程度内，速度 
”和〃 2 相等： 




这正好是声速 c . 因而在一级近似下，弱激波的传播速度就是 


声速 


(83. 3) 


根据上面所得到的邻近点1的激波绝热曲线的性质，可以推 
出一些重要的结果.因为在激波中，一定有 5 2 > 5 i , 由此得出? 2 > 
%,即点 2( h , F 2 ) —定位于点1的上面.此外，因为弦12的斜率 
大于点1处绝热 r 曲线切线的斜率(图“)，而该切线的斜率等于导 

数(^，因而有 

尸〉-( 条)， 

将此不等式的两边同乘以 M ， 我们得 

尸 ㈣ >—朽(默 =(設，?， 

这里 q 是对应于点1处的 声速. 所以巧>心.最后，由于弦12的 
斜率小于点2处切线的斜率，按同样的方法可以求得 v 2 < c 2 ®. 


①若是负的，则相对位置相反. 

D 按同样的方法不难证明：若导数 \ 为负，则对弱激波而言，幻>心的 

争作包含•，而速度仍镌足 

• ▲ • / - r 
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§84. 激波中诸物理量变化的方向 


根据§ 83的结果，如果设导数为正，则可以很简单地 
证明： 对弱激波而言，熵增加的条件 （&>&) 必然是指 



V 2 > V\y 

(84.1) 


Vj>Ci, v 2 <c 2 . 

(84.2) 

由有关 (82. 6) 所作的说明可知，若 Vz>ViM 



F ,>7 2 , 

(84. 3) 

又因为 

- 



v ^= V 2 = j , 

V, v 2 j9 


故还有 

Vi>V 2 . 

(84. 4) 


我们现在来证明，这些不等式对任意强度的激波，实际上都是 
成立的 f 仍设为正 •因 此，可得出具体结论：气体穿过激波 

时受到压缩，压力和密度增加 ( E . 儒盖特 ,19( M ， G . 曾普伦，1905)0). 
从图上看，这意味着激波绝热曲线只有上半分支（点1上方）才有 
实际意义；而对应于下半分支各点的激波是不能存在的.我们还 
可指出，由不等式 （84.2) 可以得出下面的重要结果.因为激波相 
对于它前面的气体以速度运动，所以很明显，由激波发出的 
扰动决不可能进入到气体1中去.换句话说，激波的存在，对它前 
面的气体状态没有影响. 

现在我们来证明这些 论断， 先从预备性的计算开始.我们将 

- - — - - L r . . J - - 

、 

①如果我们把坐标系变换一下，使气体】（在激波前面）在该坐标系中是静止 
的，而激波是运动的，则不等式〜>以意味着激波后面的气体与 激波本身钾朝相同昀 

. , - '• J 1 - - 

方向运动（速度为 


关系式 (82. 5) 和 （82. 8) 对属于气体2的各量进行微分，而假设气 
体1的状态不变.这意味着把化，6和…当作常数，而对？ 2 ,7 2 , 

心以 及奴它依赖于外和 h ) 微分.由 （82. 5) 得 

V l d(j 2 )=dp 2 + fdV 2 ^V 2 d(j 2 ) f 


或 


办 2 + j 2 dV z ^(V.-V^dij 2 ). (84. 5^ 


而由 (82. 8) 得 


dw^pV.dV^j-CVl -Vl)d(f), 


或将微分心; 2 展幵,得 


T 2 ds 2 -h F 办 2 + j 2 V 2 dV, =,^(Vl-Vl)d(j 2 ) 


把这个方程代入 （84. 5), 我们得 


由此可见 


^ >0 , 

(ts<> 


P 


T . ds ^- iV ^ V . ydU 2 )- (84.6) 


(84. 7) 



即/随 h 的增加而增加. 

现在证明激波绝热曲线上不可能有这样的点，在这点上，该曲 


线与由点1画出的任一直线相切(如图46中的 点⑺. 因为在这样的 
点上，由点1作出的弦的斜率为一极小值，因而尸就有对应的极大 

值，所以 V /) /办 2 = 0•由 （84. 6) 可知,在这种情况下，也有“ 2 /办 2 


- 0. 再将微分祝 2 的表达式 = 办 2+(^^^ 私以及由 


(84, 6) 给出的私代入 （84. 5) ,并除以# 2 ,就得到 




1 


j 2 (Y l ~V 2 ) 


T 


2 




d(p) 

也 P2 
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由此可见，若 d ( f )/ dp 2 = 0 f 则必定有 



即•反之，若—可得昏0队 


于是由 

d ( f ) /~ 0^ d / p'i ~ ^2 ~ ^2 (84, B ) 

这三个方程中的每一个都可导出其它两个；并且在（图 46) 点 0 上, 
这三个方程都成立.最后，我们求得 



在点0的导数为 

df 2 \cij 3 \ 9pl A a 
由于假设 (3 V / dp 2 ) ，为正，所以，在点 O 上有 


拉 〆 七一 )_<0. (84. 9) 

dpz 

现在容易证 明：激 波绝热曲线上不可能存在这样的点0.因为 
在点 1 上方邻近的那些点上，〜 > 2 <1( 参看 §83 末).所以方程 
v 2 / c 2 ^ l 只有在 〃 2 知 2 有一增量时才能 满足; 也就是说，在点0处， 
必须有 # 叫 ^ 2 )/(^ 2 >0, 然而，按 (84.9), 却正好与此相反.用完 
全类似的方法，我们可以证明，在激波绝热曲线上点1的下方， 
心 / c 2 也不可能变得等于 1. 

刚才证明了不可能存在像0这样的点，据此，我们可以由激波 
绝热曲线图立即推知，由点1 ⑼， D 到点20> 2 ，「山 这根弦的斜率 
随着曲线上点的上移而减小，而尸相应地增大.由激波绝热<曲线 
的这一性质以及不等式 (84. 7), 立即知道必要条件 s 2 > 5l 也/包含 


①方括号内表达式为零这种仅仅偶然的可能性勿需考虑. 
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Pi>Vi. 

还容易看出，在激波绝热曲线的上段,不等式 
立.第一个不等式可由以下事实直接求得，即在点1邻近它是成 
立的,而比值 〜/ c 2 又决不可能变得等于 i . 第二个不等式是由以 
下事实求得的,即从点1到位于点1之上的点2的所有弦,都比点 
1处绝热曲线的切线更陡，因为这曲线不可能有像图46所示的那 
种形状. 

所以，条件和三个不等式 (84. 1),(84. 2) 在激波绝热曲 
线的上段全都得到满足.但在下段，这些条件一个也不成立.所以 
它们彼此是等价的,因而，如果其中一个得到满足，则其它几个全 
都满足. 

在上面的讨论过程中，我们处处假定导数 0 2 F / 办 2 ),为正.如 
果这个导数可以改变符号，则由这一必要条件，就不再能得 
出有关其它各个量的不等式的普遍结论.然而，重要的是，关于速 
度的不等式 (84. 2) 可由完全不同的论证而得到 ，•这 就表明，不满足 
这些不等式的激波是不可能存在的，即使由上述纯热力学的论证 
并不能否定这种激波的存在. 

为此，我们还必须讨论激波的稳定性问题.设处干静止的激 
波（比如说）在垂直干自身平面的方向发生无穷小的位移.可以证 
明，这一位移的结果,是激波沿某一方向不断加速.很清楚，这 显示 
了这种波的绝对不稳定性，因而它是不可能存在的. 

激波的位移伴随着间断面两侧气体压力，速度等的无穷小扰 
动，然后，激波附近的这些扰动以（相对于气体的）声速由激波处 
向外传播；但这不适用干熵的扰动，熵只能随气体本身一起传播. 
因此，所讨论的这种类型的仟意扰动，可认为是由激波两侧气体1 
和2中传播的若干声音扰动和一个熵的优动所组成；后者随气体 
一起移动，显然只能在激波后面的气体2中出现.在每一个声音 
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扰动中，各个量的改变都是由从运动方程求得的一定公式联系着 
(像在任何声波中那样， §63), 因此，任何这样的扰动只由一个参 
数确定. 

现在来计算可能的声音扰动的数目.这个数目取决于气体速 
度和声速 q ， C 2 的相对大小.我们取气体运动的方向（从1 
到 2) 作为 r 轴的正向.相对于驻激波而言，气体1中的扰动传播 
的速度为义二…士〜，而在气体2中为％ = 〜± c 2 . 因为这些扰动 
必须由激波处向外传播，由此可得 « i <0, w 2 >0. 

设则〜二…士〜这两个值显然都是正的，而 
的两个值中只有是正的.这表明，我们所研究的声音扰动 
在气体]中不能存在;而在气体2中只能有一个，它相对于气体以 
速度 c 2 传播.在其它情况下，计算方法是类似的. 

其结果表示在图47中，图中 
每个箭头对应于一个卢咅扰动， 

它相对于气体沿箭头所示的方向 
传播.如上所述，每个声 H 扰动， 

各由一个参数确定.此外，在所有 
这四种情况下，还有另外两个参 
数，一个参数确定在气体2中传 
播的熵的扰动， 一 个参数确定激 

波的位移.图47中四种情况的每一种，各以圆圈中的数字表示 
这样得到的参数的总数目，这些参数确定了由激波位移所引起的 
任意扰动. 

扰动在间断面上所必须足的边界条件有三个(质量通量、能 
量通鼉和动最通最的连续性).求解稳定性问题是用下述办法实现 
的，即将激波的位移（因而其余各 t 的扰动也都这样）写成正比于 
的形式， 而用边界条件确定 S ? 可能的值; D 的正实数值的存 


1>C, 


③ 


r 2< C 2 








¥ 2<^t 


— ► 








―^ 




⑤ 


^2>C 7 




图47 
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在，表明绝对不稳定性，图47中所示的各种情况，除第一种情况 
以外，已有的参数数目全都超过了间断面上边界条件所给定的方 

程的数目.因此，在这些情况下，边界条件允许 O 取任何值（因而. 

1 

可取任何正值)，所以激波是绝对不稳定的.但在巧>^，〃 2 <0 2 的 
情况下,参数的数目正好等于方程的数目，因而这些方程给出确定 
的 D 值.很明显，毋须写出这些方程就可知道这个值一 定是口 = 0, 
因为这个问题中根本不会含有量纲为[秒]^的参数，这种参数可 
以确定 O 为非零值，但不是任意的值.所以，在这种情况下，不存 
在这样 的不稳 定性. 

由此*可见，不管气体的热力学性质如何，激波速度的不等式 
(84. 2) 对于激波的存在是必要的. ^ 

为了决定满足条件 (84. 2) 的激波的稳定性，我们还必须研究 
其它可能类型的不稳定性. 其中之一是研究在§ 3 0中所讨论的那 
种类型扰动的不稳定性（其特征是在平行干间断面方向具有周期 
性，并在间断面上形成“皱纹”）.在这里，我们将不进行这种计算， 
而只是说明，对于这种类型的扰动，激波几乎总是稳定的.不稳定 

拳 

性只能在某种形状非常特别的激波绝热曲线情况下出现.看来， 
这种情况在自然界中几乎是从不存在的；它们全都要求导数 

( g )， 符号可 变①. 

就激波分裂成两个或两个以上的间断面这一点来说，原则上， 
激波也可能是不稳定的.这个问题尚 未进行适当的 研究；不过，这 
种不稳定性，可能也只在某些形状非常特别的激波绝热曲线情况 
F 出现. 


① C.H. HbHKOB, M. 3, T. , 27, 288,1954 ； B. M. KoHTopoBmi, 

,9. T, 0. 33, 1525, 1957 ； Soviet Physics, JETP, 6(33),1179, 1958. 
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§85. 理想气体中的激波 


我们把前面几节求得的普遍关系式用于理想气体中的 激波. 


理想气体的焓由简单公式災二？ 1) 给出. 把此式代入 


(82. 9), 经过简单换算后，可得 


y 1 (y + l)jJi + (y — 1) (85.1) 

y i (v _ 1)^1 + (v+1)?2 

〆 

利用这个公式，可以由，: p 2 , F 2 这四个量中的任意三个量确定 
另外一个量.比率 F 2 / F 1 是比率 VzlVi 的单调递减函数，趋向于有 
限的极限 ( V -1)/ (V + 1), 图仞是奶， F , 给定时，朽随6变化的曲 

线（激波绝热曲线).这是一支直角双曲线，它以 i)/(y 

•• 

+ 1) ，外 /2 h = — (V —1 )/(Y + 1) 为渐近线.我们知道，只有曲线的 
上段，即点 v 2 / v ^ Vilv ^ 以上部分才有实际意义；在图48中 （V 


= 1.4), 这上段用实线表示. 



天于间断面两侧的温度比，由理想气体的状态方程 T z / Ti - 
求得 

» ilQ ? 





t 2 _P2 (y + i)yi + (v~i)ff2 

t ~ v \ (v—i) 发 1 + (v + i)?2 

由 （82. 6) 和 (85. 1), 可求得通量密度 j 为 

a 

P 一 (V—1)A+ (V + 1)P2 

3 - 2 PV 


(85. 2) 


(85. 3) 


因而激波相对于其前后气体的传播速度分别为 

v \ = y [( r ~ 1)^1 + ( y + i ) P2 ]> 

n 2__7 t [(v + l )： P ! + ( y — l ) 凡] 2 
2 ~ 2 (V —l)Pi+(V+l)??2 • 


(85. 4) 


现在可以推导很强激波的极限结果，这时於远大于 A ①.由 
(85.1) 和 （85. 2)，得 


^2 
- ■ ■ 


P\V 


T 2 y — 1 


Pi 


(85. 5) 


fH V + l ’ T , y + 1 

比值 tva 随？ 2 /厂一起增至无穷大，也就是说，激波中的温度间 
断与压力间断类似，可达任意大的值.但密度比趋向于常数极限; 
例如,对单原子气体，这个极限是 P 2 = 4 po 而对双原子气体， p 2 = 
6 p ,. 强激波的传播速度为 


Vi 



V+1 

~2~ 


p z v 


v 2 



y —1) 


(V + 1) 


nv 


(85 - 6) 


它们按与压力朽平方根成正比的规律而增大 • 

最后，我们给出几个有用的公式，这些公式用马赫数 
C ! 表示激波两侧密度、压力和温度的 比值. 由前面的结果不难求 


得这些 公式: 


P 2 

-=-=- 

Pi V 2 

Pz 2y 


(V + 1) M ? 
( y — 1) + 2 


Pi y+i 


Mf 


V — 1 

rTT 9 


(85. 7) 


85. 8) 


( p 不仅要求仏》〜而且要求 + 



Ti [2yMf — (V—l)][(y — l)Mf +2] 
- - - - - - - 

T i 


(y + l ) 2 M t 


马赫数可用马赫数 M , 表示为 


M 2 — 2+ (y ~ l)Mf 

Mz - ( y - W ' 

问题 

问題 i . 试推导公式 
丸屮 C ** 是临界速度. 

解： 因为出十在激波上是连续的，所以可用公式 


(85. 9) 


(85. 10) 


ypi 




VVz 




( V — 0 Pi 2 (y _ 1) p 2 



2 

孝 


来定义临界速度，该临界速度对气体 1 和 2 是相同的，参看 (80. 7). 由上式 
定出 Vii Pz ^ Pi / Pi 9 并代人 


Vi ~ V 2 


Vi 


PzV 2 


Pi 

Pith 


(此式由 （82.1) 和 (82.2) 联立求得），我们得 


V + 1 

2 V 


(V 广 r 2 ) 




VxV 1 J 


因为故上式给出所要求的关系式， 

问题 2. 设在变比热理想气体的间断面上，已知溫度试求 h/h 


的比值. 

解： 在变比热理想气体的一般情况下，我们只能说，扣（和 e —样）只是 
温度的函数，而和 T 由状态方程 pr =^77/ i 相 联系. 解方程 （ S 2. 9 ) 求 


Tz/Tif^ 


V^JL 


Pi RT 


(Wz — tVt) 







T 2 -T t l 

2 , T t 

—t “ 一 

L RT X 

2 T l J 

Tr 


其中， w , = «> (=w ( Ts ). 

问题 3 . 没理想气体中，有一平面声婢与一激波正面相 if , 巧确定通缉墩 


春 


1JZ ? 



波透射的声音的强度(几布洛欣采夫, 1945)®. 

解：因为激波相对于它前面的气体以超声速传播,所以不会有声波从激 
波上反射出来.在间断面后面的气体2中 ，有 通常的等麻透射声波传播；并 
且还有(定由下)熵的扰动随运动气体本身一起传播. 

我们采取这样的坐标系来研究这个 过程: 在这坐标系中，激波是静止的， 
而气体沿 it 轴的正向穿过激波，入射声波也沿着这个方向传播.间断面两侧 
的扰动，由变更边界条件 (82.1) — (82.3) 所得的条件互相联系.由于声音扰 
动的结果，激陂也开始振动,•我们用如表示激波的振动速度，于是边界条件 
中速度〜 h 的改变必须写成 dv.-du, 5v z -du. 所以有② 

pj (Svx—Su) — V z sp2 + Pi {dv z — du), 

dj > i -\- v 2 idpi +2 piVi { dvi — du ) 

= (5^2 + v\dpz -\-2 p z Vz (dvz 一 5 a 〉 ， 

Sw t -\-Vi(dvi~du) = dw z + Vz (dv z — du ). 


在入射声波中 


dsi — 0 > dv x 


Pi c x p l 


dw x 




介质 2 中的扰动由声波和“熵波”组成，我们分别用一撇和两撇来表示这两个 

扰动: ， f 

ds ^ O , 如卜以心姐， ( 3 «; 2 = M , 


C lPl 


Spl~O f 6v f l — 0y dw f i~T 2 Ss f 2 = — 


c\dp\ 

Pziy -^) 


(理想气体的 = — < Wp ). 

这些关系式使我们能够用入射波中的各个量来表示透射波中相应的量， 
于是求得声陂中压力比为 

祕〜 从 + 1 2 ( y - r ) M J MUM ；~ l )-( M 1 + l )[( y - l ) MV 4-2] 


dpi M^ +1 z {y •— 1) (Mi — 1) 一 (M 2 4 - l)[(y — 1) Mf 十 2] 

若是弱激陂 （ a — 凡 《 a ), 则得 

<3^2 ^ i I y+l pz — p \ 

①任鳶介质中,声音斜射到激波上这样更普遍问题的解法，可参看 kM . Koh - 
ToPobhiHL 3. T_ $•, 33, 1527, 1957 ； Soviet Physics JETP f 6(33),1180, 


1958 , 


②这里我们用 3 表示量的可变部分，而不像通常那样用一撇. 
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而在相反的强激波的 极限情 况下,则有 

M _1 n 

dpi )>+ N /2 y ( y —1) 朽 • 

在这两种情况下，透射波中压力的幅度都大于入射浃中压力的幅度. 

9 


§86. 斜激波 

我们来研究定常激波，并放弃迄今所沿用的坐标系,以前的情 
形是气体速度垂直干所讨论的激波面元.现在，流线可以与该徼 
波面以任意角度相交①;并且，相交以后，流线发生“折射％气体速 
度的切向分量不变,而根据 (84. 4), 法向分量是减小的，即 

因此,穿过激波以后,流线显然是向激波“靠扰”的(参看图 49) .于 
是，穿过激波时，流线总是沿一定的方向折射. 

激波后面的运动，既可以是超声速的，也可以是亚声速的（只 

是法向速度分量必须低于声速 c 2 )； 激波前面的运动必须是超声 

# 

速的.若激波两側的气流都是超声速的，则每一种扰动都必定沿 
气体速度切向分量的方向顺着激波面传播.在这种意义上，我们 
可以谈论激波的“方向”并可以区別从某点发出的激波与到达某点 
的激波(像我们对特征线所做的那样,因为特征线附近的运动总是 
超声速的；参看 §79). 若激波后面的运动是亚声速的，則严格地 
说，谈论激波的“方向”就没有意 
义了，因为扰动可以在其表面上 
沿所有方向传播. 

现在来推导气体穿过斜激波 
以后两个速度分量之间的关系， 

我们假设气体是理想气体.取激 



①唯一的限制是其法向速度分量要大于声速 
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波前面气体速度％的方向为 a ? 轴方向；令4为激波与 T 轴的夹 

角（图 49). 与激波相切的速度分量的连续性意味着 v ^ o 和 
t> 2 :cos 彡 + v 2 ,sin 彡，或 

tg(f>= (vi — v 2x )/v 2 ^ ( 86 - 1 ) 

下面，我们利用公式 (85. 7), •该式中，仏和 w 表示垂直干激波平面 
的两个速度分量，因而现在要用 Vising 和 t； 2r sin 彡 一 v 2s cos 瑱代 
眷，故有 

” 2 !sin 彡 一 ” 2g cos 彡 — y — 1 ,_ 2c| _ 21 

Visin <f> y + 1 (y + l)^isin 2 ^' 


我们可以从以上两式中消去角经过一些简单的换算，可得到 
确定与关系和心给定时）的下列 公式： 



(Vi—vz^y 



V \— Vz x — 


2 

y + 1 



(86.3) 


引进临界速度，可将上式写得更加简明.根据伯努利方程和 
临界速度的定义，我们有（参看 


§85问@ 1 ) W ,+^ v \ =y + 

于是有 


C 



V + 1 

将此式用于 (86. 3), 即得 


(86.4) 



vly ^ iv , ~ v 2 z r —-~ v ^—^ —— • (86. 5) 

— ~-v\ — v x v 2x ^rcl 

y + 1 

方程(⑽. 5) 称为激波极线方程，图50给出函数的曲 
线图.这是个三次曲线，称为环索线，它穿过横坐标上的点户和 


翁 
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这两点分别对应于〜 ^^/〜和^二巧①. 从原点出发，画一条 

与横坐标轴夹角为/的直线(图50中的 OB ), 则由点0至该直线 

与激波极线交点之间线段的长度，就给出间断面后面气体的速度， 

该,间断面使气流折转一个角度％.这样的交点有两个 G 4, B ), 即 

对应于一个给定的/值，有两个不同的激波.由激波极线也可立 

即确定出激波的 方向： 它由从原点到直线或^4的垂线的方向 

给出（图50中只画出对应于点 B 激波的角必）.随着; T 的减小，点 

1 

2趋向点而点户則对应于正激波 (y 其速度 ％= c 2 j Vi . 

同时，点 b 趋向点 g , 激波强度(速度间断值）趋于零，而角4当 
然也就趋于马赫角 «= arcsin ^； 激波极线上点的切线与横 

坐标轴夹角为 f + a . 

由激波极线可立即得到一个重要结果，即在激波上气流的偏 
转角/不能超过某个最大值/胃，这对应于从0到激波极线的切 
线.当然，这个量是马赫数的函数，但因为式子很繁，我 
们就不写出这个表达式了.若札=1,则= 随着札增加, 
单调递增，而当时，它趋向于一个有限的极限.很容 
易讨论两种极限情形.若速度 A 接近于〜，则?; 2 也接近于 c *, 并 


①实际上，环索线从点(这是个二重点)开始还有两个分支继续伸展，使 
f 2 l •趋于无穷大；图50中没有画出这两个分支.它们有一条共同的渐近线 


这两个分支上的点没有物理意义、 


Vi 9 



2 v \ 

r+i 


它们给出的和叫值将使而这种 


情形是不可能的. 

^不过，在斜激波从乎壁上作规则反射的情况下，落在分支上的点、二重点和落 
在封闲曲线上的点，可用来分別表示对应于入射激波前、入射激波后以及反射激波后 
的气流 速度. 比如见 R - Courant and K . D . Friedrichs , Supersonic Flow 

and Shock Waves, Intcrscience , New York, 1948, § 125. -中译者律 


， m ， 



Jl 角/报小;午是激波板线力程 (郎. 5) 可近似地写为(& 


X 2 — (y \-l)( Vl — v 2 ) 2 (v l +v 2 —2c*)/2(?i, ( 抓 6 〕 

由于/很小，这里已令 v 2 x ^ v 2 f v 2 ^ n^X t 因而容易得出② 




II 似 


4 n / y H - 1 

^ Vt \ c * 


3/2 


8 v ^ 


371(7 + 1 ) 


(Mi —1) 3/2 . (86.7) 


在礼二 00 ( 即札* -VTv + D / rv - i )) 这-一相反的极限情况 K , 
激波极线退化成一个圆，此圆与横坐轴的交点为 I 和 

v y ; i 



容易看出，这时有 


X arc sin ——； 

y 


( 86 . 8 ) 


空气的这个值是45. 6 \图51给出了空气的/_随 il/i 变化的曲 
线图;上面一条曲线是绕圆锥流动的类似曲线(参看§ 105). 



圆 v 2 == c * 在点户与0之间与横坐标轴相交（图⑽)，因而把 
激波极线分成两部分，分别对应于间断面后面的气体速度为亚声 


① 容易看出，只要用 (95,2) 式的 2 a •代替 (Y + 1)， 则对于任何(非理想)气体，方 
程 (86. 6) 也是成 立的. 

② 应注金，对 J / i-l 这种依赖关系与跨声速流的一般相似律 （ U & 7 ) 是 

吻合的 • 
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速和起声速的情形. 这个圆 与极线的交点位干点 C 的右边，但很 
靠近点 C ;所以，整个段对应于转变到亚声速的速度，而段 
(除点 C 邻近的一小段以外)对应于转变到超音速的速度 • 

对于给定的和^ ,激波中压力变化由下式 给出： 

?A = 2yM 2 1 sin 2 0-(y-l) (86. 9) 

fi V + l 

上式就是将公式 （85. 8) 中的换成 M . sin ^ 后的公式.当角4 
从最小值 arcsinU / MO (这时外仏=1)增大到: r /2, 即沿激波极 
线从 C 移至 P 时，这个压力比是单调增加的. 

偏转角/给定时，通常就说,激波极线所确定的两个激波属于 
弱族和强族.强族激波(极线的 PC 段)较强(压力比外 / h 较大）， 
它与速度％方向的夹角^较大，并使流动由超声速转变成亚声 
速.弱族激波段)较弱,对气流的倾角较小，且几乎总是使流 
动保持为超声速的. 


问 

向题 1. 对于理想气体中的斜激波，试导出用和激波与速度 
h 方向的夹角0 ( 图 49) 表示的速度偏转 角/的公式： 


tgX — tg<f> 


(y + l)M 2 x 

2(Mi sin 2 ^ —1) 


问题 2. 试导出用表示马赫数的 公式： 

M 2 - 2+(y—l)M 2 t 2Mlcos 1 <f> 

2 ~ 2yM? sin 2, (/ >~ (y — i) 2+ (y —l)M;sin 2 彡 


§87. 激波的厚度 

到目前为止,我们都是把激波看作是厚度为零的几何曲面，现 
在来研究实际间断面的结构;我们将会看到，间断值较小的激波实 
际上是有限厚度的过渡层，其厚度随间断值的增加而减小.如果间 
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断值不 差小量，则变化非常急剧，以致厚度的概念失去了盍义. 

为了确定过渡层的结构和厚度，必须考虑气体的粘性和导热 
性，在此以前,这些一直是忽略不计的. 

激波关系式 (82.1) — (82. 3) 是由质量通量、动量通量和能量 

通量的不变性求得的.如果把间断面看作是有限厚度的一层，则 
这些条件就不应写成间断面两侧有关量的等式，而应写成在这一 
层的整个厚度上的有关量恒定不变.第一个条件是 (82.1) 不 变：在 

P ” 三; •= 常数. (87. 1) 

另外两个条件中，则必须考虑由内摩擦和导热引起的附加的动量 
通量和能量通量. 


由内摩擦引起的 （$ 方向的）动量通量密度由粘性应力张量 
— 给出，按照这个张量的一般表达式 （15.3), 我们有 

因而条件 (82. 2) 变为 

，+/0” 2 — (如 + €)尝=常数. 


像在§ 82中那样，引进比容7以代替速度 v = jV , 因为 j =常数, 


dv , dV 


宕兮所以 


=常数. 

在离激波较远处，热力学量是常数，即它们与$无关;特别是| = 


0. 我们用下标 1 表示激波前面远处各个量的值，因而可令常数 
等于 A +尸匕, 于是得 

p — Pi + W —V i ) 一 (去打 + = 0. (87. 2) 

其次，由导热引起的能量通量密度是一由内摩擦引起的能量 
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通量密度是 一 或者是 — 这； I 因为逮 

度沿^轴方向.于是条件 （82. 3) 可写为 


pv ( w 十如^)-(如 她， 


再令〃 = j |/, 可得最后 形式: 


dV 


w ^~j(^)v dx 


K dT 

一 —r* ■ ' ■丨 '■■■ ■■ 

j dx 


拟 I 


+ 如 


(87. 3) 


现在来研究所有量的间断值都是小量的激波.这时，过渡层 
内、外各量的差值 V - V if p -~ p ] 等也都是小量，在 (87. 2) 中，我们 
取压力和熵为独立变量，把 F — Fi 按》 一 ％和 s — s ' 的幂次展开. 
由下面所得的关系式可知， W 这里3是间断面的厚度)是 V-Pi 
的一阶量，而差值 $ — 〜是二阶景①.因而略去三阶量后，可写出 

v ~ Vi = ( 尝 ).("■) + i(l/) a (f ~ Pi)2+ (^\ (") 

当然，所有系数的值都是在过渡层外面取的 «=«.). 把 
这个表达式代入 (87. 2), 我们得 

- 1+ (睪 )/] (p - P1) ++ 尸 ( P ) 少 -’ 

+ (%) f (s ~ sl)j2= (^ v+c ) j ^ 

导数 f 可写为 


dV 

dx 




ds 


①由 § 83 已经知道，枏对于压力间断 Pt-Pi 而言，熵的总间断值心一〜是三阶 
量，而 s — h 只是 P —灼的二阶董 • 其理由是：过渡层中压力从扒单调地变到 Pz ， 賴 
并非单调变化的，它在过渡层中有个极大值，这在下文将要指出 • 
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对 a ; 求微分使小量的阶次增加一阶，因为是一阶的；所以导数 


是二阶的，而 g 是三阶的.于是含 g 那一项可以略去_因而条 

dx 似 

件 (87. 2 )变为 


L 1+ ( 晉) •小 —，。十 如 


d 2 v 


pV 


2 




2 


8 





S 


d/p 

dx 


w 

J- 


(87. 4) 


其次，以_|_(7+}/ 1 )乘(87.2)中的每一项，再从方程 ( 87 . 3 ) 减 


去它.结果是 

(«；— t ^ l ) 

k dT ■ 
i dx 


2 


(P-h) (r+n)- 去 h) Tx 


0. 


包含乘积 ( F — h ) ^ •的第 三项是三阶的，可以略去，得 

这前两项正好是推导( 83 .】）式时按 V h 和 5-51 的幂次展开的 
表达式. S 这个展开式中，》 - A 的一阶项和二阶项为零，精确到 


二阶项就只有一〜 ）• 导数 f 可写为 


dT ^ 

dx 




(f) 


s 


9T\ ds 

)p dx 


江 P 丄 f w 二 \ _^ 

dx 


(^ L \ 

\ 9p /s ^ 


结果是 


T { s - s {) 




k ( 9T \ dp 
dp )s 3^ 


(87. 5) 


s . 


将 s — A 的这一表达式代入 (87‘ 4)， 得 




( P — Pl ) 


gy 

11+(4^)^ 


( 




s 


(p — }h) 


IZl 


-A- 









(87.6) 


在一级近似 程度下 ，通量 j 为[参看 (83. 3)] •这 
个表达式可代入 （87. 6) 的右边，但代入左边是不合 适的； 在尸中 
还必须包括其它项.例如，这些项可由 （87. 2) 求得.但按以下办 

法 W 论更为简单.在间断面两边很远的地方，因为#为#，所以 


(87. 6) 的右边为零.在这样的地方，压力为 h 或外.因而可以说 
(87. 6) 左边多的二次 式有力 和仏两个根.根据熟知的代数定理, 
这个二次式可写成以一！） (nJ 之积乘以/的系数 

織 . 


于是，我们有下列关于函数的微分方程①: 



由导数的热力学公式，;易知上式右边一塞的系 
数是 2F 2 flf , 这里 a 与 （77. 6) 中声吸收系数 V 的关系是 


于是, 


积分后得 


dp 1 / d 2 V \ 

- r - ^ rnrnmm^ — - I * | 

dx 4 V 2 a \ dp 2 J 


(p — pi)(p—p2)^ 


(87. 7) 


4 V 2 a r_ dy _ 

/3 2 ^\ I (? — ?!) {f — fz) 

Wl * ! 


①在研究弱激汶时，可把粘性系数和热导串看作常歎 s 

^ m ^ 



4 aV 2 


务 (― )© 


arc tgh 


P ~-2~( P 2~~ Pi ) + 常数 

各 (?2—A) 


s 


令这个常数等于零，得 


T (夕 2 +沪 1 ) 


( 沪 2- 沪 i)tgh ( 旁)， 


( 87 . 8 ) 


其中 


SaV 2 


(P2 —w (裝 


( 87 . 9 ) 


S 


该式给出压力 在值厂 和 h 之间变化的规律，这里 h 和 h 是激波 


两边远距离处的压力. 点怎=0 



(Pi+Pz)- 


当 x -> 士00时，压力渐近地趋于 R 和从 h 到的全部变化, 
几乎都是发生在3量级的距离上，这3可称为激波的 厚度. 我们 
看到，激波越强，即压力间断值越大，这个厚度就越小. 


由 （87. 5) 和 (87. 8) 可得穿过间断面熵的变化为 


S——Si 






( B 7. 10) 


cosh 2 




由此可见，熵不是单调变化的，而是在激波里面 z = 0 处有个最大 
值.在$ = 士00这两种情况下，这个公式都给出 s ，这是因为 
滴的总变化量心一〜是 h — A 的三阶量（参看 ( S 3. 1)) ，而这里的 
S - S ' 是二阶的. 

从定量上看,公式 (87. 8) 只适用于差值 h — h 足够小的情形， 
怛在差值 h — h 与 h 和;^2本身量级相同的 W 况下，我们可用 
(87. 9) 定性地确定这个厚度的量级.气体中的声速与分子热运动 
速度”的量级是相同的.由气体分子运动论，我们知道，运动粘性 
瑪数 v 〜以〜以，这里，〖是分子的平均自 由程. 因此, a 〜 〖/ c 2 ; 对 
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传热项作量级估计，也给出相同的结果.最后，还有 〜^ 和 

〜 C 2 . 将这些关系式用于(87.9)，得 

S^L (87. 11) 

这样，强激波的厚度与气体分子平均自由程的量级是相同的①.但 
在宏观的气体动力学中，气体是当作连续介质处理的，平均自由程 
必须取为零.由此可见,严格说来，不能单用气体动力学的方法来 
研究强激波的内部结构. 

由于气体中存在比较缓慢的弛豫过程（缓慢的化学反应，分 
子不同的自由度之间缓慢的能量迁移等)，便可使激波厚度显著增 
加.这个问题已由 3. B . 泽尔多维奇 （1946) 研究过. 

设 r 为弛豫时间的量级.气体的初态和终态都必须是完全平 
衡态，因而，立即可知，激波的总厚度将是的量级，即在时间 r 
中气体走过的距离.由此还可知道，若激波强度超过某个极限，则 
其结构就变得更加复杂;这可由下面看出. 

图52中的实曲线，是在假设叫 
气体的终态为完全平衡态的情况 
下，通过给定的初始点1所画出 
的激波绝热曲线.点1处切线的 
斜率确定了 “平衡”声速，它在§78 
中用 c 。 表示.而虚线是在假设 
弛豫过程“被冻结”，因而根本不 
发生这种过程的情况下，通过同 图52 

一点1所画出的激波绝热曲线•点1处该曲线切线的斜率确定了 
在§78中记 作〜的 声速. 


①强墩波致使温度显著增加；而 f 代表激波中气体的某种平均温度下的 平均自 

山程. 

* m ^ 





如巣激波速麼满足 c 0 < Vi < Cco , 则弦12位置如图52 (卞商的 
弦)所示，在这种情况下，所得结果是激波厚度的单纯增加，而初 
态1和终态2之间所有的中间态均由平面中线段12上的点表 
示① • 

但如果％>心，则弦线取 11 ^ 的位置 . 1与 1' 之间决不会有 
对应于任何气体实际状态的点；（点1后面）第一个实际的点是 
它对应于这样一个状态，该状态中的弛豫平衡与状态1中的弛豫 
平衡没有差别.气体从状态1压缩到状态 r 是间断式的，以后(在 
〜 Wr 的距离上)逐渐压缩到终态 2'. 

■ 

_ r 

§88. 等温间断面 

在§87中讨论激波结构时，曾假设粘性系数和热导率如通常 
那样，具有相同的量级.但的情形也是可能的.若温度足 
够髙，则存在着由物质的乎衡热辐射所传递的附加热量.辐射对 
粘性的影响(即动量传递)要小得多，所以 v 与/相比是个小量.我 
们将看到，这个不等式使激波结构产生重大差别. 

略去粘性项,可将确定过渡层结构的方程 （87.2) 和 （87.3) 

写为 

P+j 2 V^+j 2 V ]f • ( 88 . 1 ) 

予尝=扣 +Yj 2 V 2 -w l ~fV\. ( 88 . 2 ) 

(88.2) 的右边只有在过渡层的边界上才为零.因为激波后面的温 
度一定髙于激波前面的温度，所以在过渡层内处处都有 

^~> 0 , ( 88 . 3 ) 

ax 

①这是由于（在略去通常的粘性和导热的情况下）气体经过的所有状态都满足 
质量守恒方程 p 常数和动量守恒方程 二常数 (参看 § ui 中类似的但 
更为详尽的讨论）。 
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即溫度是单调递增的. 

此层内所有的量都是单变量，即坐标 r 的函数,因而这些量互 
为函数关系.将 (88.1) 对 F 求微分，得 

气体中 • 导数总是正的，所以导数的符号与两项之和 
( H + j 2 的符号相反，在状态1中，（因为 有 f > — 
(^) g ，又因为绝热压缩系数总是小于等温压缩系数，故有尸>一 

所以，在1这一侧,如果这个导数在过渡层中处 


处都是负的，则当气体受到压缩 (F 减小)时，从1侧到2侧，温度 
单调递增，这与 (88. 3) 相符.换句话说，我们得到一个由于很高的 
热导率而使其厚度大为增加的激波（可能达到这样的程度，甚至 
仅仅是由于习惯上的原因才称它为激波）. 

但若激波很强，以致 

〜 （88 . 4) ， 

则在状态2,有^>0,所以，在7, 

dV 2 

和 h 之间的某处，函数 T ( F ) 有 
个最大值（图 53). 显然，由7连 
续改变而使气体从状态1转变到 
状态2就成为不可能了，因为不 
等式 (88.3) 不能处处得到满足. m 53 

因此，我们得到下列的从初态1转变到终态2的图象.首先 
出现一个区域，在这区域中，气体由比容 h 逐渐压缩到某个 v f ir 
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是第一次出现 T ( F 0= T Z 的 TMi :, 参看图 53]; 这个区域的厚度由 
热导率确定，并且可能相当大.然后 ，从厂 压缩到 R 是间断式的， 
温度保持为 T 2 不变.这种间断称为 等温间断面. 

现在来确定等温间断面中压力和密度的变化，这里假设是理 
想气体.把动量通量连续条件 （88.1) 用干间断面的两侧，得 〆 + 
j 2 V f ^ p 2 ^ fV 2 . 对于理想气体 抑； 因为穸于是有 


〆 + 


j 2 RT 


Vi^r 


fRT 2 

^ V 2 


这个关于 〆 的二次方程有(平凡的）解 〆 二？ 2 和解 


V 


RT 2 

叩2 


j 2 v 2 


(88. 5) 


m (82. 6) 表示 得，= ( P 2- P .) v ^ y 2 , 再用 （85. 1) 替换 VJV U 
我们有 

〆 =-^~[(V + 1)夕1 + (V — 1)?2]. (88. 6) 

因必有仏 >〆 ，所以，只有当压力和 a 的比值满足 

£l>^ + 1 (88.7) 

^ 3 -y 

时，才会出现等温间断面(瑞利， 1910). 当然，这个条件也可由 (88. 
4) 直接求得. 

因为对于给定的温度而言，气体密度与压力成正比，所以，等 
温间断面中，密度比等于压力比，即 

( 88 . 8 ) 

p 2 y ?2 


廷89,弱间断面 

除了量 P , P , T 等发生间断的那些间断面以外,还可以有这样 
的而,在这种面上,虽然这些量保持连续,但不是坐标的常规 函数. 
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非愈规性可以是各种各样的.例如，在面上,对全[旬坐棕 

1 * 

的一阶导数可以是不连续的，或这些导数可以变成无穷大；或者它 
们的更高阶导数有上述性质.我们称这样的而为弱间 断面， 它与强 
间断面(激波和切向间断面)大不相同，强间断面中,等量本 
身是间断的. 

经过简单的研究易知，弱间断面是相对于（间断面两边的）气 
体以声速传播的.因为，函数 p ，？， p 等本身既然是连续的，我们 
只需在间断面邻近，而且只要用任意小的量，就可以把它们变成 
“光滑”的函数,只要使这样的光滑函数是没有奇异性的.于是，比 
如说，真正的压力分布可用根本没有奇异性的完全光滑函数 A 和 
间断面邻近处该分布的小扰动 〆 两者的叠加来表示;后者，像任 
何小扰动一样，是以声速相对于气体传播的. 

应当强调，对激波而言，这样已修匀滑了的函数与真正函数之 
差通常不是小量，因此，上面的论据是不适用的. 然而 ，若激波上 

的间断值足够小,上面的论据仍然可用，这样的激波是以声速传播 

» • 

的，这一结果已在§83中用另-种方法求得. 

若在给定的坐标系中流动是定常的，则在该坐标系中间断面 
是静止的，而气体穿过间断面流动.垂直于间断面的气体速度分量 
必定等于声速.若用 a 表示气体速度方向与间断面的切平面之间 
的夹角，则〜即 sina = c / v ， 即弱间断面与流线的交 
角为马赫角.换句话说，弱间断面是特征面之一，只要我们回顾一 
下特征面的物理意义，即小扰动沿之传播的曲面（参看 §79 )，就可 
知道这一结果是完全合理的.显然，在气体的定常流动中，只有在 
气流速度不小于声速的条件下才能产生弱间断. , 

就弱间断面和强间断面的形成而论，二者有本质的差别.我 
们将看到，激波可由边界条件连续的气体流动直接形成(例如，在 
声波中激波的形成，§ 95 ).与此相反，弱间断面不能自发地产生，它 
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in 总是由于流动的初始或边界条件有某种奇异性而产生的.这些 
奇异性可以是各种各样的，就像弱间断面本身那样.例如，弱间断 
面可因#绕流物体表面上有尖角而产生；在这种情况下，速度对空 
间坐标 k 一阶导数是不连续的.弱间断面也可以是当物体表面曲 
率连续时形成的，而毋须有尖角存在；在这种情况下，速度对空 
间坐标的二阶导数是不连续的，如此等等.最后，流动随时间变化 
的任何奇异性都会引起非定常的弱间断面. 

与弱间断面相切的气体速度分量，其方向总是背离这种扰动 
点(例如物体表面上的尖角），而扰动是由这种扰动点开始并引起 
间断的；我们可以说，间断是从这点开始的.这是超声速流动中扰 
动向下游传播的一个实例. 

粘性和导热的存在，导致弱间断面具有一定厚度，因此，就像激 

波那样，它实际上是个过渡层.但是激波厚度只依赖干它的强度, 

并不随时间变化;而弱间断面的厚度，则是随着该面形成之后的时 

间的增长而增加的.我们不难确定这种增加的 规律. 为此，我们 

再利用本节开头所作的说明，即弱间断面任何部分的运动，都是 

按照与气体中任意微弱扰动的传播相同的方程进 拧的. 当存在粘 

性和导热时,起初，集中在一个很小体积 ( “波包”）内的扰动随着时 

间的推移而扩展,这种扩展的规律已在§ 77 中确 定过. 因此，我们 

可以得出 结论： 弱间断面厚度^的量级为 

act y (89. 1) 

其中 J 是形成间断面以后所经过的时间，《是声吸收系数中频率 
平方的 系数. 若间断面是静止的，则 时间纟 必须用代替，这 
里，丨是从间断面始发点量起的距离（例如，对于由物体表面上的 

尖角引起的弱间断面 ，丨 就是从尖角顶点量起的距离)；因此 

(5 〜 

所以，弱间断面的厚度是按从形成间断面算起的时间的平方根规 
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律或从间断面始发点量起的距离的平方根的规律而增加的. 

作为本节的结尾，我们应做类似于§79末尾的 说明： 在那里 
我们曾经指出，在运动气体状态的各种扰动之中 ，（ 定压下的)熵的 
扰动和涡量的扰动具有特殊的性质.这两种扰动相对于气体是不 
动的，因而并不以声速传播.所以,熵和涡量①具有弱间断的那些 
曲面相对于气体是静止的，而相对于固定坐标系，则随着气体一起 
移动.这样的间断面可称为切向弱间 断面； 它们顺着流线伸展，在 
这点上，它们与切向强间断面是完全类似的. 


T ' 涡量的弱间断是指与间断相切的速度分量具有弱间断； 例如，速度的 法向导 
数可以是间断的. 
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第十章气体的一维流动 

§90. 气体经过喷管的流动 

现在来研究气体从大容器中经过变截面管道(喷管)流出的定 

r 

常流动.假设气体流动在管道的每一截面处是均匀的，并设速度 
沿着管轴.由于这样,管道就不能太粗，同时管道的截面积&沿着 
管轴的变化也必须非常缓慢.这样，所有表征流动的量就只是沿 
管轴坐标的函数.在这些条件下，我们可以将§80中沿流线成立 
的各种关系式直接用于计算各量沿管轴的变化. 

单位时间内气体流过管道截面的质量(流置)为⑽的显 

然, G 沿着管道应该是不变的，即 

6=汉/90 = 常数. （90.1) 

假定容器的线尺度远大于管道的直径，因此容器中气体的速度可 
视为零，所以，在§80的公式中，凡是带下标“0”的备量，将是这些 
量在容器中的值. 

我们已经知道，通量密度〃不能超过某个极限值夂.由 
此可见，总流量 G 所有可能的值（对给定的管道和给定容器中的气 
体 状态）有一个上限 « max , 这个 ^ max 是很容易确定的.如果该通 
量密度在管道最狭处以外的某个地方达到么的值，则较小的截面 
S 上将有但这是不可能的.所以>该通量密度只能在管道 
的最狭处达到 j 二厶;设管道最狭处的截面面积为于是总流 
量的上限为 

• k 

1 +y 

_/ 2 \2(y-i > 

^max + VPoPoy ^ ^ ^min* (90* 2) 
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我们首先研究这样一种喷管， 

它向出口端逐渐变窄，因此，管道 
的最小截面面积在出口端（图 54). 

裉据式 (90.1), 通量密度 j 将沿 
着管道单调增加.气体速度也是 
单调增加的，而压力则是相应地 图 54 

单调下降.在管道的出口端，如果$恰好达到 &值 ，即％ 

(其中下标1表示各量在出口端的值），则 j 就达到最大的可能值. 
同时，有 

设外部压力 A 逐渐减少，我们来看看此时气体流出情况的 
变化.当外部压力仏从等于备器中的压力 Po 减小到 h 时，出口 
端的压力 a 也是减小的，而 a % 和仏这 两个压力始终相等;也就 
是说，从％到凡的全部压力降都发生在喷管内.但是，气体离开 
管道的速度 h 和总流量 Q=jlS min 是单调增加的.当二 f 时, 
速度〜 将等于当地声速，流量达到值当外部压力进一步减 
小时，压力 h 始终等于 h 不变，而从 h 到化 的压力降发生在管 
道外面，即周围介质中，换句话说，不管外部压力如何，沿管道的压 
力降不能大于从 h 降到对于空气(?*=0.53外)来说，管道内 
的最大压力降为 CU 7 外.当 p e <p* 时，管道出口端的速度以及流 
量也始终保持不变.因此，气体流过这种类型的喷管时，不可能 
获得超声速的速度. 

如果我们只考虑管道出口端邻近处的流动，则气体离开管道 
后 的运动 基本上是绕拐角的流动，其拐角的顶端就是管口的边缘； 
我们将在 S 104中详细地讨论这种流动. 

流过、，个遂渐收缩的喷管不可能获得超声速的原因在于：等 
于当迆声速的速度，只能在这种喷管的出口处达到.显然，借助干 
首先收缩然后再扩张的喷管（图 55), 就可以达到超声速的速度. 
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p\ 


Pm 
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图 56 

这种喷管称为拉瓦尔喷管. 

如果达到最大的质量通量密度义，也只能够出现在最小截面 
上，所以，流量不能超过在喷管的收缩段，质量通量密度 
不断增加(同时压力下降)；图56中的曲线给出了 j 随的变化关 
系①，刚才描述的变化关系对应于由 C 到&的区间.如果在截面 
Srnin 上达到了最大的质量通量密度(图56中的点 6), 则在喷管的 
扩张段中，压力将继续减小，此时 j 也开始减小，这对应于曲线& 
段.在喷管的开口端, J 取一个确定的值: 九 rrufi * 汉 min / Sl ， 同时 
W 力有相应的值，如图％中曲线上某点 rf 的压力 W • 但是，如果 ■ 
在截面上只达到某个点 e , 则压力在喷管的扩张段将不断增 
加，这对应于从€向 C 返回的这段曲线.初看起来,似乎借助于形 


① 


根据公式 ( SO . 15)-(80. I 7 ), 其依赖关系为 




1/7 


2y 


y-i 


Vt>P%\ 1 


f ) 


<r-i)/r 



t 


成一个激波，就可以不通过点&而从以跃变到然而这是不 
可能的，因为“进入”激波的气体不可能是亚声速的速度. 

记住上述结果，现在来研究当外部压力逐渐地增加时流出情 
况的变化规律.当外部压力很小且从零到 W 时，截面 S min 处总 
达到压力 h 和速度 〜二 于是,在喷管的扩张段，速度继续增 
加，结果产生气体的超声速流动,同时压力相应地继续减小，不管 
压： frh 如何，它都在喷管出口端达到值 〆 .然后通过由喷管口边 
缘发出的稀疏波,压力从 W 降到喷管外的 A (参看§ 104). 

当 h 超过 W 时，一道斜激波从喷管口的边缘发出，将气体从 
Pi 压缩至 h (§104). 但是，我们将看到，只有在激波强度不太髙 
时,才能够从固壁发出定常激波 （§103). 因此，当外部压力进一 
步增加时，激波很快地开始向喷管内移动，而在激波前的喷管内壁 
上出现分离.对于某个 h 的值，激波到达最小截面,然后便消失；流 
动则处处都变成亚声速的，而且在喷管扩张段的壁面上出现分离. 
当然,所有这些复杂的现象都是三维的. 



通过喷管上的一小段，将少量的热量供给在喷管中作定常流动的理想气 
体， 试确定气体流过这段喷管时的速度改变. 

解： 设沒7是每单位时间内供给的热量， 各 是所讨论的这段喷管的截面 
面积，在加热段的两边，质量通量密度 = 和动畺通量密度 P + j 〃是相 
同的；因此， Ap =- jAv f 其中 A 表示一个量通过这段喷管的改变.能量1 


量密度 ( 的改变为将如写成瓜=抑/ (y — l)p = ypv / ( y — l ) j f 

于是得到（假设 Au 和均很小） vjAv - j - y ( pAv - hvAp )/ (y — l )= q . 消去 
A ?, 得— d 2 ). 于是可知，在亚声速流动中,供给热量会加 
速流动 ( AiOO ), 而在超声速流动中，供给热量则戚速流动 ( Au <0). 

将"(体的温度写为 T = fip / Rp ^ fipv/Rj ( R 为气体 常数) ，我们求得 




(yA^-h^Av) 


fi ( y ~ l)q 

Rj (c z ~v 2 ) 



• 1}4 • 

. * 

• \ 


对 f 超声速流动，这个表达式总是正的，所以气体温度总是增加的；但对于亚 
声速流动可以是正的,也可以是负的. 


§91. 管道中粘性气体的流动 

我们来研究气体在（等截面）长管道中的流动，该管道是如此 
之长，以致气体对管壁的摩擦，即气体的粘性，不能再忽略不计了. 
我们将假定管壁是绝热的，所以气体与周围介质之间没有热交换. 

当气体速度近乎声速或超声速时(这里只讨论这种情形)，如 
果管道的直径不是太小，管道中的气流当然是湍流的.就我们的 
问题而言，我们在§ 43已经知道流动的湍性只在这样一个方面才 
重要：湍流流动的(平均）速度在管道截面上几乎处处相同，只是在 
非常接近管壁的地方才迅速地减小为零.于是，我们将假定气体 
速度”在整个截面上是个常数，并且这样来定义 w ,使得乘积 Spv 
(沒是管道截面的面积）等于通过管道截面的总流量. 

既然总流量沿管道是不变的，并且假定了 S 不变，因而 

质量通量密度也一定是不变的： 

j = 二 常数. (91. 1) 

其次，因为管道是绝热的，所以，通过任一截面由气体所携带的总 
能量通量也一定是不 变的. 这个总能量通量为汉 P v (w + |” 2 )， 据 

式 (91. 1), 我们得 

w = + = 常数. （91. 2) 

由于存在着内摩擦，气体的熵 s 当然不能保持不变,而是随着气体 
沿管道的运动而 增加. 如果$是沿管道的坐标，且指向下游， 则可 

以写出 

ds / dx >0. (91. 3) 

现在将式 (91. 2) 对 a ; 求微分 • 因为如 = + 所以有 

， I” • 




T 7 孕 + f4^ = 0, 

(LX dx 


dx 


G 后将 


dx 


^(^L\ ^ 

9p / 9 dx \ ds Jpdx 


(91. 4) 


代入上式，则得 


r+ Oj 


ds 

dx 




-7 


(9l * 5) 

) .对于气体而言，热 


T/9V 


___ 力齡式’有 ( f /p 心撕 
膨胀系数总是正的，因此利用式 (91. 3), 可以断定式 (91. 5) 的左 
边是正的.于是,导数办/心的符号与 


1 +尸 


9V 



2 


的符号相同.我们知道 


当⑹时，2 $0 . 


(91, 6) 


所以，在亚声速流动中，压力向下游方向减小，这和不可压缩流体 
的情形相同.而对于超声速流动而言，压力则是向下游方向增 
加的. 

我们可以用类似方法确定出导数如/办的符号.因为 

j 二 v /V = 常数 , 

所以，咖/虹的符号与^7办的符号相同.借助子式 （91. 4) 和 
(91. 5),4 F / 办可以用正的导数办/办来表示.其结果为 

当 时， dv / dx^O, (91. 7) 

即在亚声速流动时，速度向下游方向增加，而在超声速流动时，速 
度则是向下游方向减小的. 

管道中气流的任何两个热力学量都可以互为函数，而芎种 

函数关系(尤其是)与管遺的阻力定律 无关.谆砦函 数依赖于作为 

• 




参数的常数 j , 并且由方程 w ;+| j 2 F 2 = 常数所确定，这个方程 


是由气;体的质量守恒方程和能量守恒方程中消去速度而得到的. 

我们以熵作为压力的函数为例，来说明这些函数所给出的曲 
线的性质.将式 (91. 3) 改写成如下 形式： 


y (t^/c) 2 — 1 

dp~ T-{-fV(dV/ds)./ 

由此可知，在 r = c 的点上，滴有极值.很容易看出，此时滴 S 有最 
大值.因为在这个点上， s 对多的二阶导数为 


四 — j 2 V(9 2 V/cY) s 0 , 

T+pv(dV/ds), * 

照例，我们假定导数 (3 2 r / 办是正的. 

V • 

于是， S 作为/函数的关系曲线，称为芬努 ( Fanno ) 线，示午图 
57丰.亚声速区域位于最大值的右面,而超声速区域位于其左面. 
当参数增加时，曲线逐渐降低.因为,将方程 (9 L 2) 在常压多下 
对 j 微分，有 


ds _ jV 2 

dj T + J 2 V(dVjds) p 


< 0 . 


根据上述结果，我们可以引出一个有趣的结论.设在管道入 
口处的气体速度小于声速.熵向下游方向增加，而压力向下游方 
向减小；这种情况对应于沿曲线 
s ^ s ( p ) 的右边一支移动，且由 
丑指向 0( 图 57). 但是，这只能 
继续到熵达到其最大值为止. 

到达点0以后，进一步沿曲线左 
边一支向前移动（即进人超声速 
区域）是不可能的，因为，此时气 
体的熵值将随气体沿管道的运动 m 57 




而戚小.甚至不可能由激波来实现曲线的衫0 —支到—支的 
过渡，因为进入激波的气体不能以亚声速的速度运动. 

因此可以 断言: 如果进入管道入口处的气体速度小于声速，则 
整个管道中的流动将保持为亚声速.假如存在这种情形的话(除非 
气体排出时，外部介质的压力足够小，这种情形才可能出现).气 
体速度也只能在管道的另、端达到当地声速. 

为了使气体在管道内具有超声速的速度，其入口处的速度必 
须是超声速的.根据超声速流动的一般性质(不可能向上游传播 
扰动），则流动必将完全与管道出口处的条件无关.特别是，熵将 
沿着管道以完全确定的方式增加，因而在离开入口处的一个确定 
的距离2=4处达到最大值.如果管道的总长度 i 小于4,则流 
动在整个管道中是超声速的(相应于在— 支上由2向0的移 
动)，反之，如果流动就不可能在整个管道中都是超声速 

的，也不可能光滑地过渡到亚声速流动.因为沿着—支只能 

< 

朝着箭头所指示的方向移动.因此，在这种情形下,不可避免地会 
形成一个激波，它使流动从超声速流跃变到亚声速流.从而使压 
力增加了，于是，可以不经过点0而从—支过渡到— 支. 
在间断以后，流动完全是亚声速的. 

§92. 一 维自相似流动 

气体一维不定常流动的一个重要类型，是在产生流动的条件 
中只有特征速度而没有特征长度.其中最简单的例子是：在以活 
塞为边界的半无限圆柱形管道中，当活塞开始以等速运动时所产 
生的气体流动. 

速度参数以及（比如说)初始时刻气体压力和密度等参数决定 
了这种运动.但是，我们不可能由这些参数的组合，来构成具有长 
度或时间量纲的量.由此可见，所有物理量的分布情形，只能通过 
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艮有速度量纲的比值而依赖于坐标 Z 和时间 Z . 换句话说, 
不同时刻的这些分布应该是相似的，差别只在于沿 a ; 轴的标尺与 

» 

时间成比例地增加.我们可以说，如果长度用一个与时间成正比 
增加的单位来测量，则流动图象就不会改变.如果长度的标尺适 
当地变化，而流动图象不随时间而变化，我们就把这种流动 称为自 
相似流动. 

流动只依赖于 一 个坐标2时，其熵守恒方程为 

3s . ds A 

= 0 - 


假定所有的量只依赖于 S = 并且注意到在这种情形下有$ 


ttv ir - H ， 则可以翻 

(其中一撇表示对 I 的导数），因此， ^-0, 即 s 二常数①，•所以， 
一维自相似流动一定是等熵的.同样地，根据汉分量和 s 分量的 
欧拉方程： 



我们发现，〜和〜都是常量，可以把〜和心取为零而不失普 
遍性， 


其次，连续方程和$分 ft 的欧拉方程为 

1+4” 峰 0 , 


(92. 1) 


① h —1 = 0的假设是与其它运动方程相矛盾的、因为根据式 (92, 3), 应有 h 
、_常数，这与假设相矛盾. 

4 


• 139 





-丄？ 2 . 

dt dx p dx 9 


(92. 2) 


在这里和以后，我们 把〜写 为”.用变量 S 来表示，这些方程 
变为 

. — — (92. 3) 

(v — ~ — p f / P ~ — c 2 p f / p , (92. 4) 

因为熵是不变的，所以在第二个方程中已经令 v ^ Ov / dp^sP 

--c 2 p\ 


首先，这些方程有平 凡解： 常数，常数， 即等速的均匀 
流动.为了寻求非平凡解，从这组方程中消去 〆 和 〆 ， 得到 
( v - D 2 = c \ 因此 d 二 ^ 士我 们将取 正号： 

4- = d + c ； (92. 5) 


这样选择符号,意味着将按照一定的方向选取^轴的正向，以后还 
要具体说明这种取法.最后，_将1；一|=一0代入式(92.3),可得 
cp ，= pv ， 或 P 如-二 cd fK 声速是气体热力学状态的函数；把熵$ 
和密度 P 看成基本的热力学量，则对于任何一个给定的等熵值，就 
可以将声速表示为密度的函数 c ( p ). 把 c 理解成这样一个函数， 
可以写出 




dp 

cp 




(92. 6) 


这个公式也可以写为 

■ 

v = ^ y~dpdV f (92.7) 

在这个公式中，因变量的选择仍旧是未定的. 

公式 (92. 5) 和 (92. 6) 给出了运动方程所需的解.如果已知函 
数 c ( p ), 则由式 (92. 6), 就可以计算出速度 r 作为密度的函数. 
干是方程 （92. 5) 给出密度为 rr " 的隐函数，因而确定了其余各量 
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对 $/« 的侬赖关系. 

我们可以导出由此得到的解的若干普遍性质.将方程 （92. 5) 
对$微分，则得 


d ( v ^- c ) — t 

-- ■_ I 一 一 • _ ** _ 上 • 

dx dp 


由式 (92. 6)，可得 v + c 的导数为 


djv + c ) 

dp 


十 


dc 1 d ( pc ) 


p dp p dp 


，• 


但 


pc 





9 V . 

dp 9 


微分后，得 


d ( pc ) _ 2 rf ( pc ) 
—一 c 一 


dp 


dp 


P 


因此 


d ( v + c ) 

dp 


p c c 


9 2 V\ 


于是从式 (92. 8) 可以 看出: 


当右 >0 时，有 |^>0 ① 


(92. 8) 


(?)/ 

(92.9) 

>0. 

(92.10) 


由干办/办二<? 2 办/七，还可以得出 dj>/dx>o m 最后，我们有 dv/9x 

= ( C / p ) 办 /3 or , 所以 dv!dx>^ 于 是下列 不等式成立： 

dp/dx>Q，cpl9x>0, dv/9x>O 0 (92. 11) 


如果对于给定的气体元看这些量随体积的变化，而不是对于 
给定的 《看这 些量沿$轴的变化，则上述不等式的意义就更清楚 
了.这些变化由对时间的全导数确定，例如，对于密度而言，利 


①在这里所讨论的自相似流动中，时间 的情形是没有意义的 • 这样的流 
动所以能出现，只是由于在点处， M 动的初始条件 （< = o ) 中的某些奇异性， 
所以，只有当*>0时才熊发生(在本例，活褰連度在《沈0时有间断，也可参看§ 93 >_ 
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用连续方程， 我们有 


dp 

dt 




dv 

Tx 


根据不等式 （92. ]1) 的第三式而知， dp / dt 这个量是负的，因而 
句>/说也是负的，即 

dp / dt < CO f df ! dt <0. (92. 12) 

仿此(利用欧 拉方程 （92. 2)), 还可以看出 咖 /也 <0; 但是，这 
并不意味着速度的大小随时间而减小，因为^也可以是负的. 

不等式 (92. 12) 表明 ：任何 气体元的密度和压力随着气体元的 
运动而减小.换句话说，当气体运动时，气体是逐渐变得稀疏的. 
所以，这种气体流动可以称为非定 常的稀疏波. 

稀疏波只能沿 z 轴传播一个有限的距离；这可以从公式 (92. 
5) 看出，当: r — 士时,公式 （92. 5) 将给出无限大的速度，但这是 


不可能的. 

现在将公式 (M. 5) 应用到稀疏波所占有的空间区域的边界平 
面上去.这时，是该边界平面相对于所选定的固定坐标系的 
速度.而该边界平面相对于气体本身的速度为&/《）一〃，并且根 
据式 (92. 5), 这个速度等于当地声速.这就意味着稀疏波的边界 
是弱间断面.因此，不同情形下的自相似流动是由稀疏波和均匀 
流区域所组成的，而这些区域是以弱间断面为分界面的①. 


现在可以看出，式 (92. 5) 符号的选择是对 应于: 假定弱间断面 
相对于气体沿 z 轴的正向运动.不等式 （92. 11) 是由于这样的选 
择而产生的，但是,不等式 (92.12) —~ U ! 

显然不依赖于 z 轴的方向. | 

在实际问题中，我们通常所 — V - : 

关心的是稀疏波一边以静1气体 明 58 


①当然，也可以存在以激波为分界面的均匀统动区域. 

s 
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区域为界.设静止气体区域（图58中的 I 区）在稀疏波的右面. 
n 区是稀疏波，而 in 区是以恒定速度运动的气体.图中箭头说明 
气体以及稀疏波边界 （弱间 断面） 的运动 方向；间断面《总是向静 
止气体的一侧运动的，但间断面6可在两个方向上运动,究竟哪个 
方向，依稀疏波中所达到的速度而定（参看问题 2). 假设是理 
想气体，就可以给出这种稀疏波中各量之间的显函数关系.对于 
绝热过程，有常数.因为声速正比于 V 歹，可以将上 
述关系式写为 

p = p 0 ( c / c 0 r /(v ' l) * (92.13) 

以此式代入积分 (92. 6), 得 

t>— —- ——~(c —Co )； 

y—l) y~l 

积分常数要这样选取：当 〃 = 0时 , c = c 。(用下标“0”表示气体静止 
处的那个点上的值).我们将用〃来表达所有的量，应该记住，根 
据上述各个区域的情况，气体速度是沿着^轴的负向，即 ”<0. 
因此 

c=c 0 ——l)|v |， （ 92. 14) 


上式给出了用气体速度来表示当地声速的显函式.代入式 （92. 
13)，求得密度为 


P = Po 


V 




2/ 〈 v—1) 


用类似方法，求得压力为 


P^Po\ 1——(y —1) 


2 


c 0 


2 y /( v - l > 


# 


城后，将式 (92. 14) 代人公式 (92. 5), 得 


\ v \ 




X 


上式给出”作为$和 〖的 函数. 


(92.15) 


(92. 16) 


(92 - 17) 

• 143 • 



根据定义，量 c 不可能是负的.于是，我们可以从式 (92.14) 
f 5 出重要的结论:速度必须满足不等式 

kl <2 c 0 /( y - l )； (92.18) 

3速度达到极限值时，气体密度(以及 P 和 c ) 就变为零.因此，原 
来处于静止、后来又在稀疏波中作非定常膨胀的气体,只能加速到 
不超过 2 C() /( r — 1) 的速度. 

在本节一开始，我们就已经提到过一个自相似流动的简单例 
子，就是在圆柱形管道中，当活塞开始以等速度运动时所产生的流 
动.如果活塞在管道内向外运动，则产生稀疏作用,从而形成上述 
那种稀疏波.但是，如果活塞向内运动，则压缩活塞前面的气体，这 
时只能靠一个激波来实现向原来较低的压力过渡;事实上，在管道 
中向内运动的活塞前面，的确形成了一个激波(参看本节问题) 

问 题 

问题 1. 设理想气体充满半无 限圆柱 形管道，一端以活塞为界.在初始时 
刻，活塞开始以等速度 U 向理想气体一端推进.试确定由此产生的气体 
流动. 

解： 在活塞前面形成一个激波，并沿管道运动.在初始时刻，这个激陂 
f i 活寒有合，但是在以后的肘问过程中，激波在活塞的前面，并且有一个气体 
k 域介 r 两者之间 （2 区）.的:激波 tfm(]. 区），气体 m 力等于其初始值 a ， 
M 时\体相对于管道的速度为零.在2区，气体均以等速度运动，其速度等 


①我们还可以提出一个相类似的三维自相似运动：即由均勻膨胀球所引起的中 
心对称的气本流动.在膨胀球的前而形成一个等速扩张的球面激波.与一维情形中 
遇到的怙况不同，球与激波之间气体的速度不是均勻的：用以确定气体速度作为比值 
rlt 函数的方程（由此还可以得出激波传播的速率）不能解析地积分出来. 

JI.H. 谢道夫 （ 1945) 和 G. I. 泰勒 （ I 946 )已 经讨论过这个问题，参阅 L. I. Sedov, 
Similarity and DlynevRloncil Methods in Mechanics ， Cleaver - Hume Press ， 
London 1959 (有中译本，科学出版社 1982); G . I. Taylor , Proceedings qf 
itoyal iSocictt/f A 1S6 ， 273, 1946, • 

* W ? 


于活塞的速度 "（图 59). 因此 ，1 区和 2 区之间的速度差也是汉，并 且根据 
公式 (82.7) 和 (85.]), 可以写出 

^ p 2 一 ) ( V 1 — v 

=* (Pz~Pi ) ^ 2 F I/ [ (>> 一 Dpi + (y + 1)^2]* 

于是,活塞与激波之间的气体压力 h 由下式求出： 

^=1 

Ac\ q 、 16ci 

知道了八，由公式 （85. 4) 就可以算出激波相对于它两边气体的速度.闪为气 
体】是静 业的, 所以激波相对 T 它的速度就策 T 激波沿管道传 ffi 的速度.如 
果怎坐标(沿着管道）是从活塞的初始位置蛩起的（气体在^>0的一边），我 
们求得 < 时刻的激波位置为 

x-~t H)"]、/ 士 (? + + 

而活塞的位置为 

x = Ut . 


¥ 

i __ i 

• I 

^ 2 t 

1 y / 

J — 1 I … 

u 7 

图 59 图 60 

问題 2. 与问题 1 相同，但话塞在管道内以速度 V 向背离气体方向运动 • 
解：活塞连着一个沿1轴的负向以等速度一 "（即 活塞的 速度） 运动的 
气体区域（图 60 fl 中1区).其后面跟着一个稀疏彼⑵，在稀疏攸中，气体沿 
怎轴的负向运动，气体的速度按照式（犯. 7 )线性地从一"变 到零. 压力按照 

厂 1 m 12y/(y^l) 

式 (92.16) 变化，从气体1中的 〜 = ?(> 变到静止 

一。 ■ 

气体3中的/»。.条件 y = —"给出】区和2区的分界面；根据式; 9 2. 17) ,我 
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们有 




(y + 1) V U — (c—V) t. 


其中 c 是气体 1 的声速.在2区和3区的分界面上，|；==0，所以分界面的 ar 
= c Q t , 这两个分界面都是弱间断面；第二个总是向右传播的（即离开活塞 
的），而第一个既可以向右传播（如图 60 a 所示)，也可以向左传潘（如果活塞 
速度 O 2 c 0 /( v + l )). 

只有当 C /<2 c D /( y + l ) 时,才能出现刚才所描绘的流动图象.如果"> 
2 c 0 /( V + l ), 则在活塞前面形成一个真空£ (气体跟不上活塞)，真空 E 从活 
塞延伸到点 


x~ —2c。" (y — 1) 

(图 606 中 1 区).在这个点上， 

V~~2c 0 / (y — l ) ； 

然后跟着2区，在2区中的点 ; r = 处,气体的速度一直下降到零.最后便 

是气体处于静业状态的 3 区了. 

问题 3. 设气体充满半无限长圆柱形管道0>0)其一端以阀门为界，在 
« = 0时，打开阀门，让气体流入外部介质，而外部介质的压力凡小于管道内 
的初始压力外 . 试确定由此产生的气体流动. 

解： 设一 h 是按照公式 (92.16) 与外部压力 R 对应的气体速度, • 当 : r = 0 
和0>0时,必须有如果〜<&。/^ + 1),則速度分布如图61«所 
示. 当〜 = 2 c fl /( v + 】) 时（对应于气体流出的速度，等于管道出口处的当地 
声速；只要在公式 (92.14) 中令 r = 很容易得出这一结^仑），等速区域消失 
了，于是得到图所示的图象.在上述条件下，量 2 Cd /( V + 1) 是气体从管 
道中流出的最大可能的速度.如果外部压力 h 满足下式： 

P e <Po[2/(V + V ] Zy "厂 °, (1) 

则相应的气体速度超过 2 c 0 /( V + l ). 实际上，管道出口处的压力仍然等于 
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图 


61 



其极限值(即式 (1) 的右边)，并且流出的速度应该是2<?。/ ( v +1); 剩下的压 
力降（降到 A ) 发生在外部介质中. 

问題 4. 设一由活塞分开的无限管道，在: r <0 的一边，初始时刻充满压 
力为 h 的气体，而另一边，则是真空.试确定活塞随气体膨胀的运动. 

解：在气体中形成一浠疏波，其边界之一随活塞向右运动，而另一边界 
则向左运动.活塞的运动方程为 


dU / dt =: Po 






其中， f 是活塞的速度， M 是活塞每单位面积的质量.积分后得 


U(t) 


2c, 


y 


一 1 


i — 


1 + 


(y-hl)po 

2mc n 




问 *5. 试确定等温自相似稀疏波中的气体流动. 

解：等温声速为 c r = v (知财 V 7, 在恒定温度下, c T = 常数 
w ro . 根据公式 (92.5) 和 (92.6), 则得 

v = c To ln(p/p 0 ) =c To ln(p/p 0 ) = (^/t) —o To . 


§93. 初始条件中的间断 

气体中出现间断面的最重要原因之一，就是在初始条件中可 
能有间断，一般说来,初始条件（即初始的速度分布、压力分布等) 
是可以任意规定的.特别是，初始条件不必处处是连续的,而可以 
在各种各样的曲面上是间断的.例如，在某个时刻将两团压力不 
同的气体放在一起，那么它们的接触面就是初始压力分布的一个 
间断面. 

重要的是.•初始条件中各种量的间断(或如以后所称的 初始间 
断) 可以具有任何数值，相互之间不必存在任何关系.但是我们知 
道,在气体中稳定的间断面上需要满足一定的条件；例如，激波上 
密度和压力的间断由激波绝热曲线联系.因此很清楚，如果在初始 
间断中不满足这些条件，则在以后的时间中，初始间断面就不可能 
继续成为一个间断面.而一般说来，初始间断面要分裂成几个间 
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靳面,每一个都是一种可能类型的间断面(激波、切向间断面、弱间 
断面)；在时间过程中，这些间断面之间是越离越远的.关于任意 
N 断面的演变过程， H. E, 柯钦 （1926) 曾作出一般性的讨论. 

在初始时刻 z = o 之后的- '个很短的时间间隔内，由初始间断 
而形成的这些间断面还离开不远，干是，所讨论的流动发生在邻接 
十勿始间断面的一个比较小的范围内 . 照例，讨论由初始间断面 
上分割出来的各个小部分就足够了，其中每一个部分都可以当成 
平面.因此，我们只需要讨论平面的间断面,并将其取成於平面. 
根据对称性，这些由初始间断面形成的间断面显然也是平面，而且 
垂直于 a 轴.流动图象将只依赖于坐标以及时间)，所以问题 
是一维的.这里没有长度和时间的特征参数，因而是一个自相似 
的问题，并且可以利用§ 92所得到的结果. 

由初始间断形成的间断面,显然一定会离开它们形成的地点， 
即离开初始间断的位置.不难看出，在每一个方向 O 轴的正向和 
负向)上，不是一个激波在运动，就是一对作为稀疏波边界的弱间 
断面在运动.因为，譬如说，如果时在同一点形成两个激波， 
并且都沿着^轴的正向传播，则前面的激波将比后面的激波运动 
得更快.但是，根据激波的一般性质，前面的激波相对于它后面的 
气体,是以小干该气体声速 c 的速度运动，而后面的激波相对于同 
一气体，则是以大于该气体声速 c 的速度运动(在两个激波之间的 
区域中， c 是相同的），即后面的激波一定会赶上前面的激波.根 
据同样的理由 ，一 个激波和一个稀疏波不可能沿同一方向传播;为 
了看清楚这一点，只需指出弱间断面是以声速相对于其两侧的气 
体而运动的.最后，同一时间形成的两个稀疏波是不可能分离开 
去的，因为两个稀疏波后阵面的速度 是相间 的. 

像激欣和稀疏波一样，一般说来，初始间断面也一定会形成一 
个切向间断面.如果横向逋度分量〜、 〜在 初始间断面上间断， 

! I 






劓切向间断面必然出现.因为这些速凌分量在激波和稀疏波上是 
不改变的，所以心和〜的间断总是发生在切向间断面上，这种切 
向间断面停留在初始间断面的位置；在切向间断面的两边，心和& 
是不变的(当然，由于切向速度间断的不稳定性，实际上将使得它 

逐渐变得平滑化而成为一个湍流区). 

■■ 

但是，即使〜和 h 在初始间断面上是连续的(可令％、％为 
零而不失普遍性），切向间断面也一定会出现.这一点说明 如下： 
因为由初始间断形成的间断面，一定可以实现从初始间断面一边 
给定的气体状态1过渡到另一边给定的状态 2 . 气体的状态由三 
个独立变量决定，例如和〜=1于是，为了通过某种间断 
面,使状态1过渡到任意的状态 2 ，就必须具有三个任意参数.但 
是我们知道，在给定了热力学状态的气体中 ，一 个垂直千气流方向 
传抵妁激波由一个参数就可完全确定(§ 82). 对稀疏波也有同样 
的结论;正如我们从公式 (92. I 4 ) — (92.16) 所看到的，当进入稀疏 
波的气体的状态给定时，则从稀疏波出来的气体状态由一个参数 
就可以完全确定.而且我们已经知道，沿每一个方向最多只可能 
有一个波(稀疏波或激波)传播.因此，能够听任我们处理的只有 
两个参数，这是不够的. 

在初始间断面位置上形成的切向间断面提供了所需的第三个 
参数.在切向间断面上,压力仍然是连续的，而密度是间断的(因 
而温度和熵也是这样).切向间断面相对于它两边的气体是不动 
因此，上面关于两个同向传播波“追赶”的讨论不适用于切向间 
断面， - 

因为没有穿过切向间断面的运动，所以切向间断面两边 
的气体不会混合;在下面列举的#_子中，两边的气体可以是不 
同的物质. '深、 

图 a 示意地画出了初始间断解后的所有可能类型.实 


9 J49 


攀 



——激波 —切向间断面 

图 52 


弱间断面 


线表示压力沿^轴的变化;密度变化应该由一条类似的曲线表示, 
差别只在于密度在切向间断面上还有一个跃变.垂直线表示所形 
成的间断面，而箭头表示间断面的传播方向以及气流的方向.坐标 
系总是这么选取：使得切向间断面连同与它邻接的 3 区和 3 '区中 
气体处于静止状态.在最左面的1区和最右面的2区中，气体的 
压力、密度和速度,是这些量在 < == 0时初始间断面两边的值. 

第一种情形记作(图 62 a ). 在这种情形下，初始间 
断面/给出两个朝相反方向传播为激波占，以及在它们之间的一 
个切向间断面这种情形出现在两团气体以很大的相对速度碰 


撞的时候. 

在图 62 b ) 的情形下,激波在切向间断面的一侧传 
播，同时一个稀疏波；在切向间断面的另一侧传播.例如,在初始 


时刻，如果两团气体相对諍 
气体相接触时，就会出现_ 

中，只有第二种情形 是气# 

«■ 

方程是可能的 . $ 


1 •諍 


5 T|i , 并在不同压力下两团 
:釦卖，在图 62 所示的四种情形 


气体2朝同—方向运动的，因而， 
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在第三种情形中图 62 c), 在切向间断面的每一 
侧传播着稀疏波.如果气体1和气体2可以足够太的相对速度〜一 
v, 分离，则在稀疏波中，压力可减小到零.于是，我们得到图 62d 
的图象;且在4区和V区之间形成一个真空区 3 . 

利用初始间断的参数，可以导出确定初始间断分解特性的解 
析条件.我们将在所有的情形中假定 h>Pi , 同时取 or 轴的正向 
由1区指向2区（如图 62). 

因为初始间断面两侧的气体可以是不同的物质，所以将它们 

W 

区分为气体1和气体 2,. 

(1) I -^ S ^ TS ^ 设 p 3 = W 、 F 3 和 FL 是新产生的3区和 3 '区 
中的压力和比容，干是有外 > a > a , 同时，在通过 Oi, Fi) 和 O2, 
R) 的两条激波绝热曲线上，比容 h 和厂 3 分别是具有同一纵坐 
标外的两个点的横坐标. 因为 3区和 3' 区 的气体在所选的坐标 
系中是静止的，所以可以利用公式 （82. 7), 分别得出沿 a; 轴的正向 
和负向的速度 A 和〃 2: 


V\ =\/ (.pz— f\) (V \ — D ， t >2 — — V (p3 — ^ 2 ) (V 2 — 3 ) • 

对干给定的 Pi 和与最初假定不相矛盾的最小的 
P 3 值等于外.而且，因为差值 A 是外的单调增函数，所以求 
得所需的不等式为 V 


V\ — (p2 — pl) (h — 厂’）， (9^. 1) 

其中 r 表示气体1通过点⑻， F,) 的激波绝热曲线上纵坐标为 h 
的点的横坐标.从公式 (85. 1)( 其中代替)计算出则 
得到关于理想气体的条件 （93. 1) 有如下形式 


一 V 2 ^> (]>2 — 


应该指出：由式 (93. 

的界限，显然不依 
(2) I—S—TR 


选管色嫌 


pi 十 (yi + 1)^2 ]• (93. 2 ) 

v x — v 2 的可能値所确定 


V . 1区中的气体速度 
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減 


—V(p 3 —/?i) (F, —*r 3 ), 

同时根据式 (92. 7), 速度往稀疏波 4 中总的改 变最为 


Vi 


dpdV 


对于给定的; ^ 和 a 的值，外的值可以位于它们之间. 在差值 〜 
一〜中，先以 a 代替以,再以 a 代替灼，则得到条件 

rP% _ _ _ 

一 I V" —dpdV <”1 — 幻 2 < x / (P2~Pl) (V I —V f ) ♦ 


(93. 3) 


其中, r 具有和上面情形同样的 意义; 差值巧一〜的上限应该对气 
体1进行计算，而下限则对气体 2 进行计算.对于理想气体，则有 


2c 


1’2 — 1 


1 


( 


Pl 

n 


(v 2 ^1)/2v 2 


< Ct > i 一 V % 


(93. 4) 


<(P2~p\)^^Vi/L(vi-^)?i+(vt +1) 史 2 ]， 

其中，是状态为 ( p 2 , h ) 的气体2中的声速. 

(3) I -> R ^ TR ^ 这里?2>^1>^3 = 1> ， 3>0.按照同样的方 
法，求得出现这种情形的下述条件： 


— J — dpdV — J -V 一 dpdV 〈幻 


V % 


<— 


P2 


V—dpdV 


(93. 5) 


第一部分的头一个积分悬对气体1进行计算的，而其余的积分是 
对气体2进行计算的.对于理想气体，则有 


2 ci 


2c 




1 72 


v 2 


式中， 





(93. 6) 


C| = V 、、 C 2 72^2^2 

\M m : 


争 
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如果 


~(93. 7) 
Vi ~ 1 V 2 —1 

则在稀疏波之间形成一个真空区. 

初始条件的间断问题包括着平面间断面之间的各种碰撞情 
形.在碰撞的瞬间，两个间断平面重合，并形成某种初始! 

然后导致上述某种图象.例如，两个激波的碰撞产生出另外两个 
激波， 这两个 新产生的激波从停留在其间的切向间断面出发： 
S -— S - TS 〜 当一个激波赶上另一个激波时,存在着两种可能性: 

SJ^—S—TS 今 和 S^S^->R^TS^ 

在这两种情形中,都有一个激波沿着原 来的方 向继续前进. 

激波从切向间断面(两种介质的分界面)反射和透射的问题也 
厲子这种问题.这时两种可能的情形是： 

透射进入第二种介质的波总是一个激波(也可参看本节的问题) 

问 埋 

问 Hi . 设一平面激波从刚性的平面上反射 回来. 试确七反射波后向的 
气体 )上力（ ( 二 B . 伊兹麦洛夫 （ G . B - HaMaiulOB ), 1935). 

解： 当个 激陂入射在刚性壁面上时，产生一个反射、激波，朝离开固壁 
的方向传播.我们用下标1,2和3分別表示入射激波前方米经扰动的气体、 
入射激波疳方的气体.（它也是反射激波前方的气体）以及反射激波.后方的气 
体中的量；见图63,其中箭头指示激波运动和气体本身运动的方向，邻接于 
固壁的1区和3区中的气体都是相对于固壁而静止的.在入射激波和反射 
激波中，间断面两侧气体的相对速度是相同的，并且等于气体 2 的速度•对 


①为 f 完备起见，还应该指出：当激波与弱 乂断面 碰撞时（这个问题 f : 厲干这里 
所讨论的自相似类型的问题），则激波继续沿原来的方向传播，但是，在激波的后面，还 
有一个原来类犁旳弱 间断® 和一个弱切问间断面 ( 参看§ 89 氺八 





这相对速度应用公式 （92.7) ,于是得 (外 - Vi ) ( F ,- F a )= (? 3 ~ Pz ) ( K 2 — K 3 )• 
对于每一个激波,激波绝热方程 (85.1) 给出 

Vz___ (y + l)^ + (y — l)h 
FrW — l )— pT + bTDh ’ 

Vs_ (v 丁 (y — 1) 多 3 - 

Vz (V — 1)?2+(V + 1) 方 3 

我们可以从上述三个方程消去比容，其结果为 

( 夕 3 —h) 2 [(V + 1 ) 》 i+ (V —1) 外 ] 

= ( p 2—^ i) 2 [(y + l )^3 + (y — 1)^ 2 ]» 

这是一个关于的二次方程,它有平凡根 P 3 ^ Pl ； 消去 P 3- P 1 , 则得 

p3 — (3y —1) 九一 （v —1) 尸 j 
Pz (V — 1)?2— (V + ’ 

用此式，可由 A 和 h 确定在非常强的入射激波的极限情形下，？3= (3 V 
一 l ) h /( v —1), 而对于弱激波，则有外=外一…这相当于声波近似. 
问题 2. 试求激波从两种气体的分界平面上反射的条件. 

解：设在激波(在气体2中传播）入射到分界面以前,化==/ 2 ,6,1^是两 
种介质的压力和比容，而？ 2 , F 2 是激波后方的压力和比容.使反射陂成为激 
波的条件，可用不等式 （93.2) 来确定，不过，此时必须令 

Vi ~ Vz ^^ (Pz — pz ) ( Vz — Vi ). 

如将所有的量用压力比八 / 凡和初 始比容 K : K 来表示，则得 

_ F, _ 〈 _ Vi 

{yr{-l)p 2 /Ti + (Vi — 丄） + (Va — 1) • 



§94. 一维行波 

在 §63 中讨论声波时，我们假定波中的波幅是很小的•所以, 
运动方程是线性的，并且是容易求解的.这些方程的特解是 z 士 
ct 的任意函数（平面波），它对应于保持波型不变并以速度 c 传播 
的行波，所谓波型是指密度、速度等沿传播方向的分布.因为在 
这种行波中，速度”、密度 P 和压力 i > (以及其余的量)都是同一 
个量 X 士 d 的函数，因此，它们可以彼此表示成不显含坐标和时阀 
的函数[如 = p ( p ) ， ” = 〆 ?) ， 等等] • 

• J 54 • 


当波 幅不一定很小时，这些简单关系就不成立了.但是我们 
发现,可以求出以平面行波形式表示的精确的运动方程的通解，而 
这种平面行波形式，是小波幅所适用的近似方程的解 /o 士 W ) 的 

4 

推广.为了导出这? r 解，我们将从下述条件弁始，即对干任意大 
小波幅的波，速度均可以表示成密度的函数. 

在不出现激波的条件下，流动是绝热的.如果气体在某个初 
始时刻是均勻的(特别重要的是,此时有$ =常数)，则不论什么时 
刻都有《==常数.我们在下面就将这样假定. 

沿0： 方向传播的平面声波,所有的量都只依赖于$和《，同时 

对于速度而言，有 = 〃，心=% =0. 所以，连续方程为 

dp { d(pv) _ 0 
dx ， 


欧拉方程为 


H + 射尝= 0 . 


只是 P 的函数，利用这一点，可以将上述两个方程写为 


微 。. 


因为 


9 p / 9 t fdx \ 

d^7dr^~\di)/ 


所以，由方程 (94* 1) 得 


dx\ _d(pv) 


p 


dv 

w 


类似地，由方程 (94. 2) 得 




(94.1) 


(94, 2) 


(94. 3) 
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由于由 P 的值可唯一地确定 y 的值，因而以 P 为常数的导数和以 
”为常数的导数粮同，目 p ( ihi ) v ，于是砮写出 


dp 

—— = 

dv 

一忒 V dp 一 
dp dv 

: C 令 ，我 们得荩=士会因此 



v = 士 

\ C dp 一士 f #. (94. 4) 



搴 

p J pc 

由此给出波中速度和密度或压力之间的普遍关系式 3): 


其次,联立式 (94. 3) 和 (94. 4)，可求出 士 


cO )， 或者，积分后得 

怎= <0士 cO )] + /(«0, C 94 5) 

¥ 

其中 /(〃) 是速度的任意函数，而 cO ) 由公式 (94. 4) 确定. 

公式 （94. 4) 和 （94. 5 )给 出了所要求的通解 ( B . 黎曼， 1860). 

这些公式确定出速度（因而确定所有其佘的量）作为 a ; 和纟的隐函 
数关系，即每一个时刻的波型.对于任何给定的〃值，我们有^ = 
at+b, 即逢度*有绐爸值的点作等速运动;在这种意义上，所得_ 
解 是一个行波.公式 ( H _ 5) 中的两个符夸对应于沿 a ; 轴的正向和 
负向(相对于气体)传播的波. 

由解式 (94. 4) 和 (94. 5) 所描述的流动，通常称为 简单波 ，以后 
将采用这个名词.应该 指出： §犯中所讨论的自相似流动是这种 
简单波的特殊情形,它相当于公式 （94 •巧中 f ( v ) =0 的情形. 

在理想气体的情形下，我们可以给出简单波的显函数关系;为 
了确定起见，我们假定波中存在一个 ” = 0的点，在实际问题中常 
常遇到这种情形.0为公式 (94. 4) 与 (92. 6) 相同，所以，按照公式 
(9114) —(92. 16) 类推，得 


①在小波幅的波中 ， p = p e + 〆， 于是式(94.4)以一级近似给出1；=^(^7外(其 
中 c 0 =c(p c )), 即通常的公式 (63. U ), 




土 + (v —1) 公， 

^ 1 • 、_ , ， 2/(y-l> 

P — Po 1 士 j(V — 1) v/ c o ’ 


P = Po 1 士 •^(V-^lh/co 


2y/(v-l) 


将式 （94. 6) 代入 （94. 5), 得 


i c o+~^~(V + l)w +/(v) 

14 ^ 


有时将这个解写成下列形式更为方便，即 


-( 


士 


V + 1 


>: 


(94. 6； 

(94. 7) 

- .r I 

(94. 8) 

(94. 9) 


其中， f 是另一个任意函数. 

从公式 (91 6 )和（ 94 . 7) 还可以看出(如§ 92中一 样)： 与波的 
传播方向（相对于气体本身)相反的速度是有界值;对于沿^轴的 
正向传播的波，我们有 

—v<2o 0 /(v—l). (94. 10) 

公式 (94. 4) 和 (94. 5) 所描述的行波，本质上不同于小波幅极 

限情形所得到的行波.波型上点的速度为 

u^vizCy ... (^4.11) 

把它看成是两种运动的叠加也许很方便：扰动以声速相对于气体 
传播，以及气体本身以速度〃 运动•‘ 速度《 现在 是密度的函数，因 
此,《在波型的不同点:上是不同的:于是，在具有任意波幅的平面 
波的一般情形中，不存在固定不变的“波速”.既然波型中不荷点 
的速度是不同的,那么，随着时间的推移，波型必楙改变其 形状. 

现在来研究沿$轴的正向传播的波，这时在§ 92 
中，曾经计算过 w + c 对密度的导数，参看式 (92.10). 我们已看 

到： 
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du 

dp 


>o. 


因此，波型上给定点的密度越大，其传播速度就越大.如果用⑼ 
表示密度等于平衡密度 p 。 时的声速,则在压缩区有 p > p q 和 
Co , 而在稀疏区有 /)< p Q 和 C < Cg . 




图64 

波型中不同点的速度的差异,将引起波型形状随时间而改变: 
压缩区的点前移，而稀疏区的点落后 (图 64 b ). 最后，波型可以 
变得这样，以致函数 P ( x )( t 给定时)不再是单值的了；对应于某 
个: r , 有三个不同的 /0 值（图 64 c 中的虚线).当然,这在物理上是 
不可能的）事实上，在 P 为非单值的地方将形成间断面，因此，除 
了间断面本身外, P 仍然处处是单值的.于是，波型具有图 64 c 中 
实线所示的形状.所以，在相距等于波长的那些点上将形成间 


断面. 

当间断面形成以后，波就不再是简单波了.其原因可以简述 



如卞: 当 _ 断面出现时,波从这些间断面上“反射”回来，因此不苒 
是一个单向的行波了.所以,作为整个^^理基《«的假定，即各量之 
间存在的 一一 对应关系 ，一 舨说来不再成立了. 

如 J 82 所述，间断(激波)的出现将导致能量的耗散.所以间 

断的形成要引起波的显著衰减.从图64可以看出，这是很明显 

• ， ► 

的.当间 f 形成时，波型的最高部分被截掉了.随着时间的推移, 
当波型过 k 弯曲时，其髙度变小，所以波型被“摩平”成波幅较小 

的波型，即波受到了衰减- 

、 •. ? * - • 

从上面可以清楚地 看出: 在每一个简单波中,如果存在着密度 

- r 

沿波传播方向而减小的区域，则最终一定要形成间断.只有一种 

♦ • . 

情形不出现间断，即波中的密度沿波传播的方向是单调增加的(例 

* \ 

如，在充满气体的无限长管道中，当活塞在管道内向外运动时，由 
此形成的波就是这样;参看本节末的问题). 

当间断形成之后，虽然波已不再是简单波，但是仍可以用解 
析的方法确定间断形成的时與和位置.我们知道，从数学上来讲， 
间断的产生是由于在简单波中，当时间大于某个确定的值“时, 

H • 

量？,/0和”都变成了 工的多 值函数给定时)，而在时，这些 
i 则是 Z 的单值函数.这个时 间心就 是间断形成的时间.从几 

何上考虑,显而易见，在时刻“,”随 a : 变化的函数曲线（比如说) 

• •- 

在某一点上将变#是竖向的，这个点,恰好就是函数紧接着 
成为多值函数的那个点.从解析的方面来说，这意味着导数(％/ 
心 h 变成无限大，而你/%),变为零.同样，显而易见,在时刻 W 
曲线 P 必须在竖直切线的两边，杏则,〃 00早就变成多值函 
数了.换句话说，点：—定不是函数 t ?( or ) 的极值点，而是 
一个拐点，因此，二阶导数也一定为零.所以，激波形 

成的地点和时间决定于联立方程组： 、 

(pxIdv) t — 0, (9 2 x/9v 2> ) t = 0 (94.12) 

♦ • • 
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如系理-气体，这些方程誡甚 

<=—2/'( v)/(v + l ), f r ( v ) =0, (94.13) 

其中， / O ) 是出现在通解 (94. 8) 中的函数. 

如果简单波以静止气体为界,并且激波是在边界上形成的，则 
这些条件需要修正.在这种情形下，当间断出现时，曲线 
也必须变成竖向的，即导数 (化 必须为零.但是，，二阶导数 
不一定变为零;这时，窠二个条件就是在静止气体的边界上速度为 
零,所以当时根据这些条件，我们可以求得 
形成间断面的时间和地点的显式.将式 (94. 5) 微分，得 

一尸 (0)/ a 0; 怎=士<^+/(0), (94.14) 

其中為是由公式 (95. 2) 所定义的量 a ^ v ^ O 时的值.对于理想 
气体，则 

^-2/ , (0 )/(y + l ). (94.15) 

• .. ' t 

■ . - . ， 

m m 

拘题 1. 设理想气体充满半无限圆柱形管道 U >0), 管的一端以活塞为 
界.在时间 < 时，活塞开姶以等细速的速度汊=士《<运动.试确定由此 
产生的 流动. 

解： 如果活塞商外运动汲=一扣)，則产生一简单稀疏波，其前哼面穿过 

静止气体以速度 c 。 向右传播，•在 ft 区域中，气体是静止的.在活塞 

• 0* ' •- . 

• ， - * 

的表面上，气体和活塞必有相_速度，即当一时，必有 
一 at . 

这个条件给出式 (94.8) 中的函数/0): ' 

% r I 

f (— at ) — — c 0 t - f ^ 

于是得 

• 1 n 1 】 

x — c 0 + j(y + l ) t > yv 2 /^ 

由此 
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图 65 


"2 

—c 0 -\-~(y hl)at 




。。 +- 务 (V + l)a« Z —2ay{c Q t~x)^ jy 


( 1 ) 


在 卜 0 到汁 一 l ) a 的时间内,这个公式给出.活塞与波的前阵面 
= c 。 〖之间整个区域内（图 65 a ) 的速度变化规律.各处气体的速度都指向左 
面，与活塞的运动方向相同，并且速度的大小、沿: r 轴的正向单调地减少；密度 
和压力則沿 a : 轴的正向单调地增加.当 J >2 cj(y — 时,不等式 : (94. 10) 

对活塞的速度不苒成立，因而气体不可能再跟着活塞一起运动.于是，在紧 
接活塞的一个区域中形成真空；在真空区域以外，气体的龜度按公式； （1) 从 
— 2 c 0 /(y — 1) 减小到零. 

如果活塞向内运动设=扣），则形成一茼单压缩波；只要改变式 （ i ) 中 d 
昀符号，就可以得到相应的解(围 S 5 b }, 但是，'它只适用到激波形成以前;激 
彼出現的时闽由公式 (94.15) 确定>即， ' 

t =2 c 0 / a ( y 4* l )- 

问應 2. 与问题 a 相祠，但活塞可按任條一种规#运动. l ‘ ▲ 

解：操 在_马0 时，活塞讦始按忑 （ t > 的规律运动 （ ax ( o ) 产 0); 共 
速度为"⑴.由活塞边界条件(当时，公=«=❼# 出公成 T ⑴， 

+ 如果现在把4当作参数，则这两个 

方程以参数形式确定了函数把参数记作我们可以将 解写为 

v^X r (r), ⑴ 

x — X (*f) + (i—r) c 0 + 士 (y +1 W (t ) ， 

在由活塞运动所引起的简单波中，方程 (1) 以参数形式确定出所要求的函数 
v ( t f x ). 


， m 


m 


问題 3. 喊确定当活塞（问题 1) 按规律运动时激波形成 
的时间和地点 • 

m ： 如果, a < o , 即活塞向外运动，则产生一筒单稀疏波，其中没有激波 
出现.所以假定《>0,即活塞向内运动，由此产生一简单压缩波. 

当函数 〆 A «) 由参数方程 (1)( 问题2 ) 给定,且■时，则确定激 

n 十1 

波形成的时间和地点的方程为 


( 尝） c 。 ++w lfll *(v + 1 ) 

4 — l+»(y+l)] =O f 

* 、 

(»)• (»— 1) ( y + 1) 

一去 o»T_ -1 £y—l+n(y+l)] =0 ， 

如果我 a 考虑的是激波在筒单波的前阵面上形成，则应该用 r - o 来代替第 


二个方程. ^ 

当 时，我们求摒 r =0，《=»2<? o /«( y + l )， 

即在运动开始后经过有限的时间，激陂就在前阵面上形成，这与问題1的结 
论相符. 

■ 当 时, 在任何 <>0 的情形 ，导数办/办都要变号(因此，对于给定 
的 函数 vOr ) 将是多值的).这意味着当活塞一开始运动，激波躭立即在活 

蠡 


塞上形成攀 

当 》>1 时,激波不是在简单波的前阵面上形成，而是在由式 (1) 决定的 
某个中间的位置上形成.由公式 (1) 先定出+和然后再根据问题2中的 


式 (1), 就可以求得间断面形成的地点.其结果为 


‘令) 


l/n 


y+1 


«十 1 


V+l 








<n — 1) — i+n (y +1) ] 
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§ 95. 声波中间断的形成 


作为运动方程精确解的行狭型平面声波，也是一个简 单波. 
利用§ 94中所得到的一般结果，可以导出二级近似中小波幅声波 
的若干性质(一级近似给出通常的线性波动方程). 

首先应该 指出： 在每一个声波波长的位置上，一定会出现 


间断. 

正如§ 94所述，这样会引起波的非常显著的衰减.但是必须 


说明的是，这 屏情况 只发生在足够强的声中;在波幅的髙阶效应 
得以显示之前，弱声彼已被通常的粘性和导热效应衰减掉了. 


波型的塒变还有另一种效果.如果在某个时刻波是纯粹的谐 
波 ，則在 以后的时刻，由于波型形状的改变，波就不再甚纯#的谐 
i & Tv 伹是，运动仍然是周期性的，并具有和以前一样的周期.这 
时将波展成傅里叶级数时,不但有频率为的项，而且还有频率为 


⑽的项(《是_数,0> 是基频).因此，声波传播中波型的畸变，可 
以认为是除了基频之外，还出现了更髙的谐频. … 

在一级近似中，可于式(地 11) 中令即令11 = ‘就可以 


樽到波 型中点的速度 《( 波沿 r 轴的正向传播时)，这相当于波在 
传播中不改变波型.在二级近似中，则得 

u = c 0 + p r du/dpo = C 0 + ( du / dpo ) Pov / c 0 , 

或者,利用导数 du / dp 的表达式 (92.10), 得 

«= c 0 + oc 0 t ;, (95.1) 

力了简单起见，这里已设 

* . - 、• 

a-(c 4 /2F 3 ) 0 2 F/^ 2 ).. (95. 2) 

对于完全气体， ' 

«=+(V + l )， 
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所以公式 (95.1) 与速度 u 的精确公式[参看式 (94. 8)] 相同. 

:在任意波幅的一般情形中，当间断出现之后，波已不再是简单 
波了.但是在二级近似中，即使出现了间断，小波幅的波仍然是 
简单波.这可以队下面看出 ：因为 激波上的速度、压力和比容的变 
化存在着关系式妁 一 力)（卩厂 F7 ), 所以在 a? 轴的一 
段上,简单波中的速度〃的变化为 


•P2 _ 

V 2 ~Vi = \/ —dV /dp dp. 

, Jpl 

利用级数展开式进行简单的计算,表明这两个表达式只在三阶项 
上不同(应该记住>闽断面上熵的改变是一个三阶的小量，而在简 


单波 中熵是 不变的 >.由此可见,直到二级近似，声波中的间断面 
两侧仍然是简单波， K 是在间断面上要满足一定的边界条件 •在 

£ .V - * 

更髙级鄭近似中,由手出现了间断面上的反射波，上述结论不 If 


威立， … . : : 

. ■ • ▲ • * * 

. 现在 I 我#1来导_ 定行波 型声被中個断面位置的条件（也 
用二级近似).设在固定坐标多中,《愚间斯 面的速 度力巧是润 
断面两边的气体遽度.于是,质量通邊逄续的条 件为灼 (〜 —《) = 
A 2 O2 — tt ) ，由此得出《== ( p '\ V \ — ptVt^UfXx — /?2)•仅取到二阶 


项,上式相当于 P 等于 jOi+v 2 ) 的点上的导数 d(pv)dp： 


9 

td(pv)/dpj 




因为在简单波中, d ( P ”)/ M = v + c ， 于是由式 (95. 1) 得 


« = 0 0 + ^-«(^ 1 +^ 2 >. ( 95 . 3 ) 

▼ 

由此，我们可以得到确定激波位置的下述简单的几何条件* 
图66中的曲线画出了相应的简单波的速度波型;设⑽是间断面. 
图上阴影部分面积以 c 和面积 de 之差，就是沿曲线 abode 的积分: 
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[ ( x — x 0 ) dv . 

JVt 


随着时间的推移，波型在移动；我们来计算上述积分对时间的导 
数. 因为波型中点的速度由公式( 9 5.1)给出，而间断面的 


速度 dxo / dt 由公式 (95. 3 )给出，于是得 


rfvj = 0; 

在对上述积分求微分时必须注意，虽然积分限的和以都随肘间 
而变化，但是在积分限上的值总是为 零，® 此只需对被积函 



数进行微分就可以了 • 

于是，得出积分 fo — %)如不随时间变化.正由于当激波形 
成时(这时点和 e 重合)上述积分为零,因而我们总有 


J abcdiff 


( x — x o ) dv =0. > 


(95. 4) 


在凡何上，土式意味着面积和面积 C 和相等，这就是确定间断 
面位置的条件. 



， :, 图66 图67 …， 

现在来研究单个的一维压缩脉冲,其中激波早已形成,同时要: 
阐明这个激波最后是如何衰减的.这么做， 我们还 可以求出任何 
平面激波经过足够长的时间传播之后的衰减规律. 

徉压缩脉冲传播的后期，带有激波的声脉冲将有三角形的速 


度波型.设在某个时刻(此时取成 z = 0) 由三角形 ABC (^ 67a) 
给出速度 波型. 如果该波型中的点以式 (叩. 1) 所表示的速度移动， 
我们就可以得到〖时刻以后的速度波型 ARC (图 676). 但是在 
实际上，间断面只移动到点忍，所以真正的速度波型是.根 
据式 (95. 4), 面积 DB ， F 和面积 C f FE 相等，因此新波型的面积 
A r DE 等于原来波型的面积4^7.设丨是財刻〖的声脉冲长度， 
厶 r 是激波上的速度间断 ，在纟 时间中，点 B 相对于点 C 移过一个 
距离如于是角 B f A f C f 的正切就等于 A〜/(Zo+o^At; D ), 因此 
得到面积和 A . DE 相等的条件为下列形式： 

《2 △办 o/(Zo + OJ 尤 △ V 。）， 

由此得 

\ "― 10^/ 1 CJ/\Vo^/^o t 

Av=Av 0 /V / l+aAv 0 //Z 0 • (95.5) 

当 OO 时，激波强度以 1/V"T 的规律随时间的推移而渐近 

■ 

地趋于零(或者，以的规律随传播距离的增加而渐近_ 
于零，结果是一样的）.（波阵面上每单位面积的)行移声脉冲的总 

9 

t 

能量为 

A 

• ' __ 

E — po v 2 dz — EQ/^yi^cctiVQt/lo f (95.6) 

j 

其中丑 o 是时刻 £=0 时的能量•当 0 O 时，能量也随 1/VT 而 
趋向于零. 

如臬是一个球面的出射声波，则在离开原点足够大的距离 
上，波阵面上任何一个小部分都可以认为是平面/于是，波型上任 
何一点的速度由公式 (95. 1) 确定 t 但是，如果我们希望在一个较 
长的时间过程中,能够应用这个公式来得出波型上任何一点的移 
动，则必须考虑到这样一个事实:即使在一级近似中，球面波的波 
幅也是反比于距离『而减小的.这意味着与平面波的情形不同， 



在球面波型中的任何给定点上,速度〃并不是恒定的， 而是随 1 /r 
而减小的.如果〃。是在(很大)距离^上的〃值（就波型中给定 

的点而言)，則可以写出因此波型中各点的速度《为》 

T 

^ c Q + av 0 r 0 rr , 其中第一项就是通常的声速，它对应于波型形状 
不变(除波幅随 1/ r 的普遍减小外)的一种波的移动.第二项则导 
致波型的畸变.将这项乘以办/〜,并且从积分到7«,就得到波 

型中的点在 < = ( r — 时间内的附加位移心，•由此得出 

dr ^ ( av 0 r 0 / c Q )\ n ( rfr 0 ). (95. 7) 

因此，球面波波型的畸变随距离的对数而增加，即比平面波的畸变 
要慢得很多,在平面波中，畸变位移知是随波传过的距离^而增 
加的. 

波型的畸变最终要导致波型中形成间断.现在来研究单个球 
面声脉冲距离声源(原点)很远的地方所形成的激波.球面情形与 
平面情形的主要区别，在于压缩区后一定跟着^个稀疏区;波中气 
体质点的速度和超压都必须变号(参看 §69). 波型的畸变最终会 
导致形成两个激波 •. 一个在压缩区， 

而另一个在稀疏区（图 68)®. 在前 
面的这个激波上,压力突然增加，随 
后逐渐下降成为稀疏区，然后在第 
二个激波上又突然增加（但并不是 
增加到未扰动时的压力值,而只能 图 68 

在第二个激波的后面渐近地趋向于它). 

关于激波随时间(或者，以同样的方式，随离开声源的距离 r ) 

①应该 指出：由于声波在气体中传播时总 是存在 着普通的衰减 （由粘性筘导热 
所引 起的衰减)；所以球面波中鴯变的变缓会有下述结果，即在间断面能够形成之前， 
肤就已经被衰减了. 

s J ▼一， . 一， • . 二 • 鲁 

f w • 







的后期衰变规律，用以前讨论平面波情形完全栢同的方法，就很容 
易求得.利用式 (95. 7), 在足够远的距离上，我们求得声脉冲宽度 

/( 两个间浙面之间的距离）随而增加，而不像平面波情 
形那样随VI而 增加； a 是某个常数.前一个激波强度的衰减规 

律为 rAr 〜 l/lnl(r/a)， 或 

Av- - - —— • (95. 8) 

r \ n ^( r / a ) 

最后来研究柱面波的情形.出射声波波幅的普通衰减反比于 
其中 r 是离中心轴的距离.重复对球面情形所作的分析，即 
求得波型中各点的速度 M 为 u^Co + avoVro / r , 由此得出 r。 和 r 

之间波型中各点的位移 为 

Sr — 2a(v 0 /co) Vr^(Vr 0 ). (95. 9) 

和球面波的情形一样，伴随着压缩脉冲的柱面波传播，其压缩 

区后一定会有一个气体的稀疏区.于是,在这种情形下, 一 定会形 

成两个激波.根据同样的讨论方法，我们求得脉冲宽度的后期增 

长 规律： Z 〜以及激波强度的后期衰减规律: VTAv ^ r -^ , 

即 ' 

At; 〜浐： 3/4 . (95.10) 

在流动的外条件没有任何奇性的情形下，间断在声波中的 
形成，就是自发出现激波的一个例子.必须强调指出：虽然激波可 
以在特定的时刻自发地出现，但是却不能以同样的方式自发地消 
失.激波一旦形成，就只能随着时间趋向无限而逐渐地衰减. 

» 7 

% 

问 题 

问埋 1. 设在初始时刻，波型由无限多个“锯齿”形组成，如图 <59所示， 

试确定 陂型和 能量随 时间的变化， 

♦ 

，⑽ * 



图 ca 

m ： 显然，在以后的任何时刻，波型仍然是锯齿形，其宽度 l 不变，但其 
髙度％小于 IV 现在来研究其中一个 锯齿： 在 f = 0 的时刻，通过锯齿上 
v = 〜的那个点的纵轴，把三角形底边截去一段 Ah /%. 而在经过时间《的 

. . 4 

过程中，这个点向前移动了一个距离 OTV〆 . 于是，三角形底边长度不变的条 
件为 = 因此》产》。/(1+咖。《"。)-当 «-> oo 时，则波幅随 
1/ 〆 而减小.能量为及 + 也就是说，当 oo 时，能量随 

1/右 2 而减小. ' 

问鳙 2. r 试确 定由球 茴琀色畸变所产生的二次谐波的强度. 

解 J 将牝波写成如下 形式： - 

\ . 

• ' * i 

= ^4 cos { kr ~ cot) f 

在一级近似中，可以通过把加加到这个方程右边的 r 上来考虑贿变，再 按釦 
的幂展开.根据式 (95.7), 则有 ‘ 

rtr ^ Acos ( kr — cot ) — ( ak / 2 C ( t ' iA z ln ( r / rQ ) sm . 2 {kr — ( x ) t )'9 

这里必须将 n 取成这祥一个距离，在锋个距 离上， f 仍然可以厚够声确地把波 
看成是严格的单色 R . 这个公式中的第二项就是波谱分解中、的二次谐波’•其 
总（按时间平均）强度/ 2 为 " 

^ v 

/ 2 = ( a ^/ Sitclponn ^ r / r ^ n , 

其中，是一次谐波的强度, … 

Va 

. t 、 

§96. 特征线 

% 

鬌 

在§ 79中，特征线被定义为小扰动传播(在几何声学的近似 
中）所沿的曲线，这个定义是普遍适用的，并不局限于§ 79中所讨 
论的平面定常趦声速流动 • 

在一维不定常流动的婧形 ，我们 可以引用特征线作为4平面 
上的一条曲线，它的斜率 dxldt 等于小扰动相对于固定坐标系的 
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传播速度.相对于气体以声速朝^轴的正向或负向传播的扰动, 

k 

相对于固定坐标系則以速度”土 C 移动.于是，我们称之为 C + 和 

O - 的这两族特征线的微分方程为 

(dx/dt') + = (96.1) 

随同气体传递的扰动，在 W 平面上沿第三族特征线 C 。 传播，其微 
分方程为 • 

idxfdt )^ v m (96.2) 

第三族特征线是 d 平面上的“流线”；参看§ 79末①.必须强调指 
出，特征线的存在不再要求气体的流动是起声速的.由特征线所 
显示的扰动的“定向”传播，在这里只是说明先后运动之间的因果 


关系而已. • 

作 为一个例子， 现 在来研秃简单波的特 征线. 如果是 一个沿 
无轴的正向传播的波，根据式(；94.5>,便有 *=<(v + c ) +/( i ;) •微 

分这个关系式，则得/ 

_ _ ' 

/ . * ' 

dx =( vicja , +f ( v )] 如. 

• fc " • 、 . x , • • ， ： 

沿特征线 我 们有办 =(妙+勹办；比较 这两个方程, 可 求得沿 
该特征线上0 - htc f v ) +f 0)] 扣 =0. 方括号内的表 达式不能恒等 


于零，于是如= 0,即 = 常数.因此得出结论，沿任何一条特征线 

C + ， 其速度不变，由此得出所有的量也是不变的.在向左传播的 

- - ' • , 


波中,特征线上也具有同样的性质.在 S 97中将看到，这并不 


是偶然的,而是简单波特性的一个数学结论. 

根据简单波中特征线的这个性质,我们可以断定:是“ 
平面上的一族直线，沿着这些直线+ 十/(«0(式 
(94. 5)), 其速度不 变,. 特别是，在自相似稀疏波(/0)=0的简单 


波)的情况,这些直线在 W 平面上形成一族通过原点的直线束•根 

r . r ' 

①对于不定常的球对称流动，如果用径向疮 fer 来代替 X ,则由同样的方程组 
<96.1) 和 (9 S .2) 也;可确定特征线 (此时 ，特征线是衫平面上的曲线). 



据这个理由，自相似简单波有时也称为有 心波/ 

图70中画的是当活塞在管道中加速地向外运动时，所形成的 
简单稀疏波的特征线族 C +. 这是一族发散的直线，它们都是从代 
表活塞运动的曲线 : r = X (〖) 上发出的.特征线 = c 以的右边是 

静止气体的区域，其中的所有特征线都变成相互平行的直线. 

■ 


包络 



图70 图71 


图7^中画出了类似的图线,即当活塞在管道中加速地向内运 

动时,所形成的简单压缩波的特征线族.在这种情形下，特征线 

• • • • • 1 - ^ • 

是一族收敛的直线，它们最终必定祖交.因为每一条特征线都有 
恒定的 v 值,所以,它们的相交奉 明函数 v ( x 9 G 是多值的，这在物 
理上是没有意义的 . ，这就是§ 94中所得到的结果的几何解释，即 
:简单压缩波不可繂无限制地夸在，简单压缩波中一定令形成激波 • 
关于确定激波形成的时阏和地卓的条件( 94 4 2 ),其几何解释如 
下:相交的直线形特征线族具有一条包络线，该包络线在纟的某个 

• • ' J L'- * ^ ■' : i r . - 

最小值上有一个尖点；这个最小的纟值给出了最早出興 a 数多值 

• 1. 

性的时刻.在两支包络线之间的区域中，每一个点都位于三条特 
征线上.如果将特征线方程用参数形式给出，即 z =$(”)“ = 
^ 0)，则尖点的位置由方程 (M 12) 确定 ( D . 、 

①激波发生在静止气体边界上的特殊情形，对应于包络线的一支是特征线 
“ 尤的一部分. 
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上面已提到特征线的物理定义为小扰动传播所沿着的曲线, 
现在,我们要简要地指出，这个关于特征线的物理定义如何对应于 
偏微分方程中有关特征线的数学含义.兹考虑这种形式的偏微分 
方程： 

A ^ +2 B ^ i + C W +D ^ (96 . 3) 

它的二阶导数是线 性的； 系数卓 B ， C ， D 可以是两个自变量 A «、 
未知函数0及其一阶导数的任何函数①.如果处处有妒一 
0,则方程 （96. 3) 是椭 ㈣ 型的； 如果处处有 B 2 — 也7>0,则方程 

I ， . 

(%. 3) 是欢曲型的.在后一种情形卞，方程 

\ Adt 2 i 2 Bdxdt + Cd ’ x 2 =l i V (96.4) 

tK " ^ \ * 

或 . 5 

• v '■- • • ■ - 

- . § • 

dx _ B ± V ( B 2 - AC ) (96. 5) 

Tt_ C 

确定了 W 平 _ 上的两族曲线，即特征线(对方程( 96 . 3 )的一个给 
定的解而言).可以指出：如果系数只是*和 < 的 
函数, 则特： ffi 线不後赖于#釜的解 k ， ：、：二、 

• 广 • • 

；设所給的流动対应于方程的某个解然后 
再叠加上一个小桄动假定/〗、扰刼_足几何声学 成查的 条件， 
即小扰 动气 歸动的影晌是轻微的(也就是说，士及其一阶导数均 
很小),但一小齒姮离以后就 有1 箸衡变化 (_ 表的二阶导数 
柑对地说是大的).在方程 (96. 妗中， 令‘就可以得到 

:眢+ 2 藥+脅— . . 

其系数 A , B ， C 中，令 ㈣ 乂 仿照波动光学变到儿何光学所采用 


①在一维不定常流动中，速度势满足这种形式的 方程, 
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的方法，写出其中的函数 0 ( 程函)很大，则得 


<f ) 2 


2B^^ f 
dx 2 t 






()• 


( 96 . 6 ) 


令心/心等于群速度，就得到几何声学中声波传播的射线方 


程 


dx — do 
dt dk 


，式中，左 = 2 於 / 如， <5> = — 20/3 右. 对关系式 jA 2 — 25左 6) 


微分则得 g=||Ef， 
去 h/co f 我们又得到方程 ( 96 . 5 ). 


然后再用同样的关系式消 



问 


试求出有心简单波中第二族特征线的方程. 

■ 

在向右边静止气体中传潘的有心简单波中，我们有 


X 


V + C = c a 


~( y + Dv . 特征线 C + 由射线^常数 x < 组成.另一方面，特征 a 


丄由下列方程 确定: 


李="^!1}1! — _ L. 

dt y + 1 t y + 1 


Co 


积分后，得 


X 


2 


y 一 1 


V 


其中积分常数已经这样选定，使得特征线 CL 通过特征线位上的一 
点： X ^ c c t 9 t = t 0 . 特征线是茼单波与静止气体区域之间的分 
界线. 

W 平面上的“搛线”，由下列方程 确定： 


dx 

dt 


v 


2 / x 

- - C 0 


y + 1 V 右 


由此得出 


Z 


2 • _ v±i, ,.m 2/fy+1> 


艸〆 +;±r 山 Uo/ 


17 ” 


§97. 黎曼不变量 


一 般说来，任意的小扰动都将沿着由 w 平面上给定点出发的 
三条特征线 ( C ^ C ^ Co ) 传播.但是,任意一个扰动都可分成几部 
分，其中的每一 部分只 沿一条特征线 传播. 


首先来研究气体的等熵流动.将连续方程和欧拉方程写成如 
下形式： 


dp 

dt 


v £ +pc di 



Tt + v Tx + W ^ 0) 

丨 t 

在连续方程中，已将密度的导数换成压力的导数，这是利用了 

■ * 

•• . ，•: 

公式 


dp /3p \ dp 1 dp 
dt ~ \dp/ s dt c 2 dt f 


dp l dp 

■ ，-— 一 I _ 

dx C 2 2X 


将第一个方程除以士 pc , 并与第二个方程相加，得 

i ? ± '^ if + ( i ± ^'^) (p±c) =0, 

现在引用新的未知函数： 


( 97 . 1 ) 


j^ v+ [AL p ( 97 . 2 ) 

J pc J pc 

式中 J + 和称为黎曼不变置.应该记住，在等熵流动中, P 和 
都是 P 的确定函数，因此式 (97. 2) 右边的积分也是的确定函数. 
对于完全气体而言，有 



用 J + 和_来表示，运动方程取下述简单的 形式: 

_ —• 

盖 +(v + c ) 蠢 J" + = 0^ 


( 97 . 3 ) 


•仍， 



磊 +(") 螽 



( 97 . 4 ) 


作用在和上的微分算子恰好是在 W 平面上沿特征线 C + 和 
0 ^ 的微分算子.由此看出， J + 和分别沿各自的特征线和 
C . 保持不变.也可以说，的小扰动只沿特征线 C + 传播，而， 
的小扰动则只沿特征线传播. 

在非等熵流动的一般情形下，方程 (97. 1>不能写成方程 (97. 4) 
的形式,因为 dflpc 不是全微分.但是，这些方程仍然可以把只沿 
某一族特征线传播的扰动分开.这时,扰动的形式为士办 / pc , 

警 

其中 加和知是速度和压力的任意的小扰动.为了得到完备的运 
动方程组,方程 (97.1) 必须附加上绝热方程 

s = 0, (97, 5) 

dt dx 


上式表示扰动量知沿特征线 G 传播. 任意一个小扰动总可以分 
成上述三种互相独立的部分. 

与公式 (94. 4) 相比,可知黎曼不变量 (97. 2) 就是简单波中在 
整个流动区域内始终保持不变的量：在向右传播的简单波中， J - 
是不变的，而在向左传播的简单波中 ，乃 是不变的.在数学上，这 
是简单波的基本性质，特别是由此可以得出§96中所述的性质:其 
中一族特征线由直线组成.比如说，波向右传播肘就是这样的.每 
一条特征线 C + 有一个不变的 
値，而且还有一个不变的值， 

在整个区域内处处是相同的.既 
然在每一条特征线 G 上八和 
都是不变的，由此可知 w 和 P 
(以及其余所有的量）也是不变 
的，于是得到§沉中所导出的特 
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征线 C + 的性质，即再一次证明了它们都是直线. 

在 d 平面上相邻的两个区域中,如果流动由运动方程的两个 
不同的解析解所描述，则这两个区域之间的分界线是一条特征线. 
因为这条分界线是某些量的导数的间断线，即弱间断线，所以，它 
必然与某一特征线重合. 

简单波的下述性质在一维等熵流动理论中是非常重要的：与 
均匀流动区域(其中常数常数)邻接的区域中，流动一定 
是一简单波 • 

这个论断是很容易证明的.设 W 平面上的1区与右面均匀 
流动的2区接界(图 72). 在2区中，两个不变量/ + 和显然都 
是常数，这两族特征线都是直线，这两个区域之间的分界线是一 
条特征线 C + , 而且一个区域的特征线 C + 不能进入另一个区域.但 
是,特征线可以从一个区域连续地进入另一个区域，同时从2 
区带着不变的值进入1区.于是在整个1区中,也是常数, 
所以,16的流动也是一个简单波. 

特盈线具有“传递”某些量的不变值的性能，这有助于我们 
说明有关流体动力学方程组初始条件和边界条件的一般问题.在 
一些有物理 意义的 特殊问题中，有关这些条 件的选 取通常是不存 
在什么疑问的，它们是由物理上的考虑来决定的.然而在更为复 
杂的问题中，基于特征线一般性质的数学考虑将是有益的： 

为了确定起见，我们来讨论气体的一维等熵流动.在数學上, 
气体动力学的问題通常归结为:假设已知在 W 平面上两条给定曲 
线(图 73 a 中的和上的边界条件> 要确定这两条给定曲线 
之间的区域内的两个未知函數(例如”和 20. 现在的问题，是求出 
这些曲线上到底有多少个量可以取给定的值.在这方面，曲线上 
每一点都发出两条特征线和①，最重要的是要知道每条曲 

①在 W 平面上，从给定点发出的特征线是指向《増加的方肉的； 


• 176 • 




一个量 两个釐一个童一个置两个霣 两个董 



0 


图73 

线相对于这些特征线方向(在图73中由箭头表示)的位置如何.这 
里可能出现两种 情形: 或者是两条特征线同在该曲线的一侧，或者 
是两条特征线分别在该曲线的两侧.在图 73 a 中，曲线 CU 属于 
第一种情形,而曲线属于第二种情形.显然，为了在区域 
中完全磷寒出未知函数，必须在曲线上给 出两个 量的值(例如 
两个不变置和 /-) ,而在曲线0石上，只需给出其中一个量的 

^ I • 

值. 因为另 一个量的值，将由相应族的特征线从曲线传送_ 
到曲线汐5,所以不可能任意地给定①.类似地，图 73 b 和 c 中分别 

I ■• • • 

画出了每一个边界上给出一个量和两个量的情形 * 

还应该指出：如果边界曲线和任一条特征线重合,则在这条边 
界上就不能规僉两个 独立量 的值，因为它们的值是由相应的黎曼 
不变量为常数的条件相互联系着. 

对于非等熵流动的一般管形，可以用完全类似的方法来讨论 

• • 

如何规定边界条件的 问题. 

最后，我们还要说明一卡.以上所提到的1维流动的特征线 
都是: ri 平面上的曲线.但是，特征线也可以定义在任何商个描写 
流动的变量的平面上 • 例如，可以考虑平面上的特征线.若是 

①关于这种情形，可以举个实例如下：即活塞在无限长管道内向里或向外运动 
时所形成的气体流动 • 这里娇涉及的是,在 d 乎 M 上的正向的怎_与，定活塞运动 
的曲线⑴这样两条曲线之间的区域内，求 解气体动力李 方程组 （ 图 70 ,图 71) 二 
在第—条曲线上，两个量的值都给定(初始条件是当 < = 0时，而在第二 
条曲线上，则给定其中一个量的值 （ l ， = U ，这里《(〖）为活塞的速度〉• 
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等熵流动,其特征线方程就是人 
=常数,常数，方程右边的常 
数可以取各种的值；我们把这些 
特征线记作厂 + 和厂若是完全 
气体，根据式 (97. 3)，这些特征线 
是两族平行直线（图 74). 图 74 

应该指也:这些特征线完全由气体的性质所决定，而丝毫不侬 
赖于运动方程组的特解.这是由于以为自变量的等熵流动的 
方程 (我 们将在§⑽中看到)是一个线性的二阶偏微分方程，其系 
数只依赖于自变量. 

' xt 平面上的特征 线和郎 平面上的特征线之间，存在着与运 
动方程组特解有关的相互转换关系.但是，该转换不必是一一对 
应的.特别是,对应于一个给定的简单波 ，在邱 平面上只有一条特 
征线，即 W 平面上简单波的所有特征线都转换成这一条特征线 .. 
(例如)对子向右传播的行波，它 是厂- 的一条特征线;所有特 征线： 
都转换成这条厂-的特征线，而特征线 C + 则转换成这条厂-的 

特征线上不同的点. 

. * - 

向题 

: . - * 

r • • 

设理想气体的 y = 3,试求其一维等熵流动方程组的通解， 

解： , 有 

J±^v±e ； 

因此方程组 (97. 4) 有 通解： 

(v + c)t+fi (v + c), 

( t >— c ) «-f / 2 ( v — o ), 、 ' 

其中 A 和八是任怠函数.这两个方程以隐函数的形式确定所求解的函数 
和 <?(>“)， 以及其余所有的最.在这种情肜下，可以说 1) 士 C 这两个 
董是作为互不干扰的两个简单波独立地传播的. 




s sa 任惫的一维气体流动 

现在来研究任意的一维等熵气体流动（没有激波）的一般问 
题.我们首先指出，这个问题可以归锸为解线性微分方程的问题. 

任何一维流动（即流动只依赖于一个空间坐标)一定是一个勢 
流，因为任何函数 «) 都能写成导数的 形式： 


V(Xy t) 




t) 

dx 


因此，我们可以利用作为欧拉方程一次积分的伯努利方程 （9. 3): 
d < l > l 3 t + -^- v 2 -ftf = 0. 由此，求得微分 

‘ 势叫普 “ ■ 

^ vdx —(^ v l -\ rV )) dt m 

这里的自变量为$和 G 现在要将自变量改变成”和切.为此，利 
用勒让德变换，令 


d(f> = d {xv) — xdv —— d 


w 


2 


v 


2 


+ 右 ~|-- 1~^ 2 ) 


词时将 0 换成一个新的辅助函数: 


X =^(^^xv + t ( «;+ 


P )， 


则得 


dX ^—xdv~^td^tv + (vt^x)dv 

这里把/看成是 r 和切的函数.把这个关系式与等式- 


作比较,则有 




dX = ^~dw 

■ < 

dX Jdw f Vt — X — dX jdv ， 歲 

J dWj x = vDX I dw — j^v 


(98. 1) 
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如果函数 /O, ㈧ 已知，则这些公式就可确定 ” 和 W 作为坐标 0? 
和时间《的函数 . 

现在来导出关 午/的 方程.为此，从至今尚耒利用的连续方 

程出发，即 • 1 

9p . 9 / ^ n _ 9p . dp . dv n 

- m + ^ (pv) = ^ r + v ^ r + p w ^ . 

我们将这个方程变换成用变量表示.将偏导数写成雅可比行 
列式的形式，则有 

30°, 怎） ( v ^(hp) { 及 (t ， v) — G 

卞 2(t ， x) 卞 " 3(t,x)— ’ / 

或者，再乘以即得 

3( P ， ar ) , 0 . 

d{w y v) d(vj y v) 9(w ， v) 0 

为了展开这些雅可比行列式，我们必须利用下述结果.根据气体 
的状态方程, p 是任何两个独立的热力学量的 函数； 例如，我们可 
以把 P 看成是 W 和 S 的函数.如果5 =常数，就有则密 

度不依赖于 V . 所以，展开雅可比行列式后得 

. * 

雩 •• 

•" J¥ 

dp dx dp A 

~ 匕 - .v — — -(- p ——= ()• 

dw dv dw dv dw 

»• • • • • • 、 J : 

将关于 f 和 $ 的表达式 ( 98 . i ) 代人上式，得 

- < … 

> ^ z 

1 dp/dx 

p dw\dw 

在^常数的条件下，还有因此 -$=+• 

于是可写出孕一參孕二矣.最后，得出/的方程为 

dw dp dw <r 

2 9 2 X 2 l X x 2K A# /0Q 9 、 

c ㈤ + f 0 ， （98 . 2) 

这里声速 c 看成是切的函数，这样，非线性运动方程组的积分问題 

• J 80 • 




就化成求解线性方程的问题. 

现在把这个结果用到理想气体的情形上去.因为 c 2 二 (V — l ) u ;， 


所以基本方程 (98. 2) 变为 


(V — 1) w 


9 2 X 

dw z 


9 2 X , 9X 
dn 2 dw — 


(98. 3) 


如果 （3 — V)/(V — D 是偶数，即 

(3— y )/ ( y — 1) 二 2w 或 y = (3 +2n) / (2n + l), 

0 , 1 , 2 , (98. 4) 

则对方程 （ 98.3) 进行初等运算就能得出通积分.单原子气体 
(V-5/3, «= 1) 和双原子气体 0 = 7/5, 《 = 都满足这个条件.用 
«来表示 V ,可将方程 (98. 3) 改写为 


2 


d 2 x d 2 x dx 


2n + l dw 2 dv 2 dw 


0 


«给定时，我们将满足方程 (98. 5) 的® 数记为 X 


n 9 


( 98 . 5) 
于是，对 


于函数有 


2w 


9 2 X 0 9 2 X 0 r 


9w 2 dv 2 


4 


dw 


0 


引用代替 w 的变量 u ^\/2 w ，便得 


9 2 X 0 _9 2 ^o 

9u 2 ~9v r 


0 


这恰是通常的波动方程,其通解为 


^o = fi («+^) +/ 2 (m— v) 


其中爻和/ 2 为任意函数.因此 

X 0 = /i (^ n / +汐）+/2(〜^2 


«)• 


(98* 6) 


现在来证明，如果函数/ n 已知，则函数/ » +1 可以通过求微 

分而得到.因为将方程 (98.5) 对求微分，很容易求得 
2 9 2 idX n \ , 十3 3 ( dX n \ 9 2 fdX , 


2n-Yl w dw\ dw } r 2« + l 2w\dw ) dv 2 \ dw 
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令 


i ) = v 


2 ii + 1 

2ii + 3 


则得的方程为 




)+去(鲁) 


9v f2 




这就是关于函数心 +1 («；,以的方程(98.5).因此得出 


夂 +1 〜， ,y)=^ Xn (w 9 v) 


dw 


x n [w 


， v ’ V § SI ). 


(98. 7) 


将这个公式利用 n j, 同时取式 (98. 6) 的； T 。， 就可以求得方程 
(98. 5) 的通解为 


x \ [ V 2(2»4- l )^ + V ] + / 2 [V 2 ( 2 .i + 1 )w 


或 


-奴]}, 

(98.8) 


9 n 


F x [V2(2n + D^ + *0 + 尸 2 [V2(2n + l)«r—v] 



其中， A 和 A 仍然是两个任意的函数. 

如果按公式 u ； = c */ (V — 1) + 1) c 2 , 用声速代换上式中 

的叭则解式 (98. 8) 变为 


d) !t f, ( c+ 2STi) 


T^( c ^2FPl)l- 


(98. 9) 


任意函数的自变量的表达式为 


c ± 2 ^ ri ^ c± \ {y ^ l)V9 


% 
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这觥是黎曼不变式(扣 . 3), 它沿着特征线是不变的. 


在实际应用中，常常需要计算特征线上的函致值义 （〃, c ). 为 


此目的，下述公式是很有用 的①: 


9 


Cdc 


ii F ( 


<?士 


V 


2»+1 



2 


( S ) 


F ( 2 c H - flf) 
c n 


(98.10) 


其中，士 r / (2 n -{~ l ) =c + a , ( a 是任意常数) 


现在来说明刚才所求得的通解与描写简单波的气体动力学方 


程组的解之间的关系.后者最显著的性质在于 tr 是《/的确定函 
数# = <«0,所以雅可比行列式恒等于零.但 
是,在变换到变量^和 w 时，我们用雅可比行列式去除运动方程, 
所以，“丢掉了” AsO 的解.因此，简单波不能直接从该运动方程 
的通解得到，而是这些方程的一个特殊积分. 

为了弄清楚这个特殊积分的性质，我们必须考察这样的事实, 
即借助于特定的极限过程，可以从通积分得到这个特殊积分，而这 
一极限过程是与特征线作为小扰动传播路径的物理意义密切相关 
的.设想胃平面上函数不为零的区域变成沿一特征线 
的很狭的长带.因为/在横穿该特征线的方向土减小得非常快， 


①最简单的推导方法是应角复变 S 数论中的柯西定理.对于一个任意函数 
尸 （C + tt ),, 我们有 


(去 r 1 


jF ( c +奴) 

c 


* 


2 n 


(^y 


F(c+uy 




这里积分所沿的曲线是复平面 s 上包含点 3==^ 的周线 • 现在令 t ^= c + a ， 并以 

■ 

z =^2^— c ， 代入积分屮，则得 

1 (n~l)l^F(2C + a)^ 

f 2jti T^(C-c)* 


其中积分周线包含点再应用一次柯西定理，即得式(⑽ .10). 



所以/在这个方向上的导数有很大的取值 范围. 运动方程一 / k # 
在这样的解 ^(v, ^).这是因为作为平面上的扰动，该解满足 
几何声学的条件，所以这类扰动沿特征线一定不为零. 

由此显见，对于这样的函数％,时间将有任意大的 
取值范围.但是，沿特征线的/的导数是有限的.沿某一特征线 
(例如 特征线 rj , 我们有 

dJ— — 1 — 1 dp dw 1 dw ^ 

dv ~ pc dw dv c dv .. 

襻 

设沿特征线上,/对”的导数记作一/化)，于是 

% 

dX 3X r 9X 9w dX ( dX 
-—--=- \-c -- 一 j ( V). 

dv dv dw dv dv dw 

根据式 (98.1)， 将/的偏导数用 X 和 《表 示，则得到关系式 = 
0 + c ) f +/0), 即简单波中的方程(9 4 . 5 ).因为人沿特征线厂- 
不变，所以，给出简单波中 W 和 C 之间的关系的表达式 (94. 4) 也必 

'' 4 - 

然满足. 

在§ 97中已经证 明：如 果运动方程的解在以平面的某个部分 
退化为均匀流动,那么在邻接于它的区域内一定有简单波. W 此， 
由通解(卵. 8 )所描写的运动， 一 定由简单波将它与均匀淹动区域 
(特别是气体静止的区域）分幵.像任何两个不同的解析解之间 
的分界线一样，简单波和通解 (98. 8) 之间的分界线也是一条特征 
线.在求解具体问题时，必须确定边界特征线上函数的值. 

醤 • 

将怎和/的表达式 (98. 1) 代入简单波方程 ar =^( v 士 + 
/ W , 就得到简单波和通解之间分界面上的“连接”条件，即 



dx _ 

dv 


士 c #+/0) = 

dW 




此外，在简单波中(以及其分界面的特征线上)，有士卽/ 
士^ c， 袭土 c=dwidv. 将它代入上述条件，得 


學 


1玟4隹 



荽+££ +/ ⑻ = 芸+_ =() ， 

或最后得 

X=—^f(v)dv, (98.11) 

由此定出/所需的边界值.特别是，如果简单波中心位于原点，即 
如果 /(〃） ^0,则 / = 常数； 因为函数; r 只能确定到差一个附加的 
常数，所以我们可以在分界面的特征线上令/ = o , 而不失一般性. 

向題 

问題 1. 试确定一个有心 Q 疏波从固壁上反射时所引起的流动. 

解： 设^==0时在点 z = 0 处形成稀疏波，并沿0：轴的正向 传播； 经过时 
间 t = l / c 0 之后到达固壁，其中 f 是原点到固壁之间的距离.图75中画出 
了反射波的特征线.在1区和广区中 ，气 体是静止的；在 3 区中，气体以等 
速度一沴运动' 2区是入射稀疏陂（具有直线特征线 0+), 5区是反射 
波（具古直线特征线 CJ . 4区是“相互作用区”，这是需要求解的区域；直线 

特征浅进入这个区域时躭开始变弯.这个解完全由线段 M 和 (》c 上的边界 

K • - 

条件决定.在 06 上(即固壁上），必须有 

， .■ • 

当、时 ， v = 0; 

于是 根据式 <98.1), 就得出条佳 

*• • ■ ■■• . , ^ 

当 y = 0 时 ， ~^-L 

9 v 

由于浠疏陂的边界 ac 是特征线上的一段，因此有 

• m 

c — ~{ y — l)v = C — = 常数多 

2 2»+1 

因为在点《上有 W = 0 和 c = c e , 所以常数等于 C D . 又因为在这一边界上文 

舞 

必须为零,于是有 条件， 

当 c — 时, ^=0. 

__ ■ ，- 

①如果稀疏波是由活塞在管道内以等速度向外运动而产生的，則 U 躭是活塞的 
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这个式子给出了所求的解. 

特征线 ac 的 方椏为 （参看§ 9 6 的问翅 

z=— (2a + l)c 0 (2»+1) 


它与特征线 Oc 


多式的函数为 


2 fl + 1 





(In + I>/2(» + l) 



子 ， Co -^|_(y + l)"=q—2(»+1)C7(2 j»+1) 

的交点确定出入射波消失的时间： 

» 

— l(2n^l)^c n 0 
0 [(2»+i)co-r/] w+1, 

在图75中 ，我们 假定 a <2 t^( v + l ); 在相反的情形下，特征线在》 
的负侧（图 76). 于是，入射波和反射波的相互作用的时间将会无限制的延 
续下去（而不像图75中那样，相互作用的时间是有限的). 

函数 ( l ) k 可以描述两个相同的有心稀疏波之间的相互作用，这两个稀 
疏波是在 i =0 时分别从点 x = 0 和点 x ^ l 发出的，并且彼此相向地传播 ，•根 
据对称性，这是显然的（图 77). 

问题 Z . 试仿方程 (98. 3), 导出理想气体的一维等溫嫌动的方程 .. 

解.在等温流动时，伯努利方程中的焓姐应换成 

= = c ^ lup ^ 

其中是等溫声速的平方.就理想气体来说，常数.以是 P 

(代替 U 0 为自变量，按照正文中同样的方法，得到下述常系数的线性方程： 

.d % x , 9X 9 Z X A 


§9 a 强激波的传播 


现在来研究由强爆炸产生的强度很大的球面激波的传播问 
题.强爆炸是指在一个很小体积中瞬时释放出巨大能量（这个能量 
记作忍)的现象；并且假设强激波是在理想气体中传播的 （ JI . H . 
谢道夫 ,1946). ^ 

我们研究在离爆炸源比较近的距离上的这种激波，所以,其强 
度仍然很强.不过我们假定这种距离比起爆炸源的尺度还是很大 
的；这就使得我们能够假定能量五是在一个点(原点）上产生的. 

如果激波很强，则激波上的压力间断是非常大的.我们假设 
间断面后的压力 h 与间断面前未经扰动的气体的压力 h ,之比 
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- 这就是说 ，与朽 相比时, h 总是可以忽略不计的，间时 

Pi V — 1 

密度比 Pz / Pi 等于其极限值 ( V +1 )/(V — 1); 参看§ 85. 

因此，气体流动的图象只取决于两个 参数: 初始气体密度仏和 
爆炸中所产生的能量足由这两个参数以及两个自变量(时间《和 
径向坐标0 , 我们只能构成一个无量纲量，它可写成 

S ^ rCpJEt 2 ) 1 / 6 . (99. 1) 

子是,我们得到一种特定类型的自相似流动. 

首先可以断言，在整个时间过程中，激波本身的位置应对应于 
无量纲董#的某个确定的值由此立即给出激波随时间运动的 
规律; 用〜 表示激波禽开原点的距离,则有 

r 0 -| o (^ VPi ) V 6 . (99- 2) 

由此,求得激波传播的速度(相对于未经扰动的气体，即相对于固 
定坐标系）为 

Ui = dro/dt =2 ro /5^. (99.3) 

随厂 3/5 而减小. 

借助于§ 85中所导出的公式,可以用 A 来表示气体刚刚越过 
间断面的压力八，密度 P 2 和速度(相对于固定逢标系）. 
根据式 (88. 5) 和 (85. 6) ①，则有 

t? 2 =2« 1 /(y + l), 

P*=Pi(V + l)/(V— 1)» 

p 2 =2p 1 « 2 1 /(v+l). 

密度在时间过程中是不变的，而外和朽分别随广 8/0 和广 0/5 而 

咸小.我们还可以指出：由激波产生的压力 h 随爆炸的总能量以 

忍 2/5 的规律而增加. 

其次，我们来确定激波后整个区域中的气体流动，引用无量 

①这里，将公式 (85.6) 所给出的相对于气体的激波速度记 作执和 

• • • * , - 

， m ， 


(99. 4) 



纲喪量 v , p ', 〆 ， 以替代气体的速度 IS 密度 P 和压力则 W , 


f 的定义为 


5(V+1) 


V 


p = Pl^^p f f 


V 


V — 1 

8/0, r 2 


(99. 5) 


25( y - hl ) t 


V 


量 t /, p # ，和 〆 都只能是无量纲变量 s 的函数.在间断面上(即在 
时)，这三个量必取下述 的值： 


当|=心 时 〆 =^'= p '= i . 

气体的中心对称绝热流动方程组为 

dv .dV 1 9 p 


(99. 6) 


dp , ^(py) r 2pV 


dt 



2 X 


In 


T 


0, 


(99. 7) 



P 


P 


Y 


0 


上述最后一个方程是熵守恒方程，其中已把理想气体的熵的表达 

» 

式 (80. 12) 代入 • 将式 (99. 5) 代入之后，即可得到关于函数 #，〆 
和，的常微分方程组.由于利用下述讨论，我们立即可以得出一 
个积分，这就使得方程组的积分变得容易了. 

我们已经略去未经扰动的气体压力这意味着与气体从爆 
炸获得的能量五相比，我们略去了气体原有的能量.由此显见，以 
激波为界的球内气体的总能量不变，并且就等于 I 此外,因为是 
自相似流动 > 显然在任何具有较小的半径的球内，只要半径随时间 
的增加而使得 S 保持不变 G 可以是任何常数，而不仅仅是釭)，则 
球内气体的能量就一定保持不变;在这种球面上任一点的径向速 
度为 = (参看 (99. 3)). 
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不难写出表示这种能量木变性的方程.一方面，在时间“内流 
出球面(球面面积为 4; rr 2 ) 的能量为心 djrrWuH - j 〃 2 ). 另一 

方面，在这时间内，球体积增加了 dt - v n ^ nv \ 这一额外体积内的 
气体能量为心 + 令这两个表达式相等，将6 = 

-^ yLl ) 和似 = V € 代入，并且按式 (99.5) 引入无量纲函数， 
则得 


f _(y + l ~2 v , ) v ，2 
f >’— 2 yv f - y —1 


(卯 • 8) 


这就是所求的积分.它在间断面上自动地满足边界条件 （99. 6). 


当积分 (99.8) 已知时,方程组的积分虽然麻烦，但不过是初等 
的运算而已.方程 (99. 7) 中的第二个和第三个方程给出 


dv f 

d 




In 


f 


d \ n ^\ p 


9 Y 


2 J d\n^ 

5( y + l ) — 
2〆一（v + 1) • 


(99. 9) 


if 

从这两个方程出发，借助于式 (99.8), 我们可以把导数&和 
— f - 表示成只是 〆 的函数，于是，满足边界条件 （99. 6) 的积分为 


( 警 )、”' 2 


•5(y + l)-2(3y — 1 )， 


-m- 

2yv f — y 一 1 

L . 7-v 」 


.V —1 - 


J 


P 


一 v —1 


5(y +1) — 2(3y 一 1) v’ 

U 

y + 1 — 2v 

.y—i - 


7 一 y 


y — 1 




Vi 


13y 2 -7y + 12 
(3y — i)(2 V + l)’ 


Yi— 一 


5(y-l) 
2y + l ； 


Vs 


2y + l ， 


13v 2 -7y + 12 

V4 =(2 — y)(3 V —l) Gv+l )， 


Ve 


y — 2 


j 


(99.1 0 ) 




190 ♦ 



公式 (99 •幻和 (9&. 10) 给出了问題的完全解.常数6由条件 

^ = f?(^¥ 1+ 1 A) 43rr * rfr> 

确定，上式表示气体的总能量等于爆炸的 能量反 用无量纲量夹 
示，这个条件变为 

以 2 及 ij: 際 p，v，t+ (-t) 4p '] d (£) 

^ 1 . (99. II )， 


例如，对于空气 ( 而言，这个 G 数 6 = 1.033. 

从上述公式容易看出，作为 r / r ， T i / io 的函数的比值 " 朽和 
P / P2 , 它们将随 r / r 0 ->0 而按以下规^趋向 于零： 

v / V 2 〜 r / x * 0 ， p / yo 2 〜( i */ ro ) 3/ 〈 y-1 〉； (99.12) 

但是,压力比 P / 朽趋向于一个常数，所以温度比趋向无穷大. 

图78是就空气 (y = 1.4) 的情形画出 了量* Vw ， p / p 2 和 p/pf 



* 原 式误为 ——中译者注 
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作为 r / r 。 的函数的变化曲线.值得注意的是密度在向球心方向 
上非常迅速地减小，即儿乎全部气体集中在激波 r 面相当薄的薄 
层中.当然，这是由于在具有最大半径 ( n ) 的球面上，气体密度已 
是正常密度的六倍了®. 


§100. 浅 水理论 

当不可压缩流体的深度很小时（相对于问题中的特征尺度而 
言，例如容器底部起伏的尺度)，气体流动与重力场中不可压缩流 
体具有自由面的流动之间，有 着显著 的_类似关系.在这种情形下, 
流体速度垂直于表面的分量与其平行¥表面的分量相比，可以略 
去不计，而后者又可以认为在流体的整个深度上是不变的.在这样 
的（水力学的)近似下，流体可以看成是“二维的”介质:在每个点上 
都有确定的速度％同时在每个点上还由一个代表流体深度的量 a 


所表征. | 

相应的一般运动方程组与§ 13中所得到的运动方程组的差 


别仅仅在千：现在不必像§13中讨论小波幅的长重力波那:单，需 
要假设运动过程中各个量的改变優都是小量.所以，欧拉方程中 
速度的二阶项必须保留.特别是对于只依赖于一个坐标 *( 以及 

时间《）的渠道中的一维流动而言，其方程组为 

% 



( 100 . 1 ) 


这里假设深 度&沿 渠道横向是不变的. 

从广义来说，长重力波是现在所讨论的流动的小扰动情形. 


①关于 Y 为别的 值时， 谢道夫已给出计算 结果 . 见 L_ I. Sedov, Similarity 
and Dimensional Methods in Mechanics f 第四章， §11 (已有 中译本 ，科 学出 0 
社）， Cleaver-Hume Press,London 1959. 书中还讨论了相应 的柱形对称的 问題 . 
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參 


§13 的结论表明 ： 这种小扰动以有限的速度相对于流体进行传播, 


其传播速度为 

c=\/gh. (100.2) 

这里，这个传播速度与声速在气体动力学中的作用相同.芷如§79 
那样，可以 断言: 如果流体以速度运动(缓流)，则扰动的影响 
向上游和下游两个方向传播.但是，如果流体以速度〃 > c 运动 
(急流)，则扰动的影响只传潘到下游的某个区域内. 

压力: K 从自由面上的大气压力算起）按照流体静力学定律 
p = — 随流体的深度而变化，其中2是距离底部的高度. 


指出下面这一点是有用的，即如果引用以下两 个量： 

h 1 

P = ph , pdz ^~- P 9^ 2 ^=9 P z I^Pf (100,3) 

* o ^ 


则方程组 (100.1) 变成 

f+f =。，|+备 -iff 


(100. 4) 


在形式上,上述方程组与 2 的理想气体 (?〜 P 2 ) 的绝热流动方程 
组相同.这就使我们能够将流动中不出现激波的气体动力学的所 
有结论直接应用于浅水理论.但是，如果出现激波,则浅水理论的 
结果与理想气体动力学的结果不同. 

渠道中流体的“激波”是流体髙度 々的 M 断，以及与之相关的 
流体速度^的间断(即所谓水跃).间断两侧这些量之间数值上的 
关系，可由质量通量和动量通量的连续性条件得出.质量通量密 
度(渠道每单位宽度上的质量通量)为 j ^ pvh . 把？ + pv 2 沿渠道 
深度进行积分，即得动量通量 凌度为 

• ft 1 o 

o 十 pv 2 )dz^ --pgh 2 I pv 2 h. 


千是连续性条件给出两个方程： 

v s h\ — vjity ( 100 . 5 ) 



”?办 1 I ~ v\hz 


( 100 . 6 ) 


这两个方程给出四个量 A , 〃2， l , 岭 之间的关系，其中有两个量是 
任意给定的.将速度 h 和 v 2 用髙度心和 心表示 ，则得 


-^ghzihi + a 2 ) /愚1， 


(100. 7) 


穿4! ( 為 j +办 2) /汔 


2 


间断两侧的能量通量并不相同，其间的差值是在间断中每单 
位时间所耗散的能量.渠道中的能量通量密度为 


Q 




J (吾 + jv 2 )pv 心 = -^3 (9^ + V 2 ) . 


利用式 (100. 7) ,求得这个差值为 

贫 1~ ■ Q2 = 9j (fi\ +A!) (办 2 — Ai) / Ah\ll2* 

设流体从1侧穿过间断面进入2侧.因为能量耗散意味着 A — ? 2 
>0,所以我们可以得到 


為2〉办1， 


( 100 . 8 ) 


即流体从较低的髙度运动到更髙的髙度.因此，可以从式 000. 7 ) 
推出 _ 、 

V\ >cj = ^/ghi , t?2<C2 = 9ht. (100.9) 

这完全类似于气体动力学中激波的结果.和§84中一样，还可以 
从间断面稳定性的必要条件推出不等式 (100. 9). 




194 • 


第十一章间断面的相交 


§ 101. 稀疏波 

在数学上，两个激波的交线就是描写气体流动的两个函数的 
奇线.当气体流过一个物体时，物面上任一尖角的棱总是这样一 
条奇线.据发现，这种奇线附近的气体流动可以用最一般的方法 
来研究 ( L . 普朗特和 T . 迈耶, 1908). 

在研究奇线上一小段附近的区域时，可以把这一小段奇线当 
作直线，并且取为柱坐标系中的; s 轴.在这一小段奇线附 
近,所有的量主要依赖于 角么而 与坐标 r 的关系不大，当 r 足够 
小时,这种对 r 的依赖关系就可以忽略不计.同样地，对于坐标;5 
的依赖关系也是不重要的，即流动图象沿这一小段奇线的改变可 
以忽略不计. 

干是，所有我们须研究的量只是4的函数的定常流动.这时，熵 
守恒方程为幻 = 0,从而给出心办/3必 = 0,由此可知$ =常数①， 

即流动是等熵的.于是，在欧拉方程中可以用代替4 ▽化得 

P 

在柱坐标系中，我们有三个 方程： 

% 

Vi dv T 
r d<f> r 

Va Iva , v t Va 1 dw 

' ^ ^ I - ■■■' 丨 ■ I _ - -- ~M — « 一 I ■ ■ _ • 

t d 小 r t d<f> 


①如果~ = 则从下面给出的运动方程不难得出这样的泷动 
将对应于切向间断面(具有间断速度 W ) 的相交，因为这种间断是木稳定的，所以不予 
考車 • 
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V * 


dv z 

14 


由最后一个方程，立即得出 


常数，所以可令〜= 0,而不失一般 


性，从而可以把流动看成是二维的.这只需合适地选取坐标系沿 
2轴方向的速度就可以了.前面两个方程可写为 


dv T 




+ v 


T 


1 dp 
p d < f > 


dw 


( 101 . 1 ) 


(10L 2) 


将方程 （101. 1) 代入方程 （101. 2)， 得 


, dv ^ 

*14 


+ v 


dv r 


dw 

w 


或者，积分后，得 


+ w )= 常数 


应该指出，方程 （101.1) 意味着 VX 
勢流，因此伯努利方程 (101. 3) 成立. 
其次，连续方程 ( pw ) 二0给出 


(101. 3) 
0,即所讨论的流动是 


pv T + 


d 小 




r+ 急 )+ 心每 = 0 . ( 10L4) 


利用式 (101. 2), 可得 







导数办 /^ O , 或者更确切地说恰好是声速的平方.因此 





1 — 


(101.5) 


下述两种情形都可以满足这个方程.第一种情形是 + 
〜二 0 . 于是，根据方程 （101. 2), 得》二常数， P = 常数，同时根据 

式 (101. 3)，可求得 = =常数，即速度的大小为常量.很 
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容易看出，在这种愔形下，速度的 
方向也不变.速度与运动平而中 
-某个给定方向之间的夹角 /( 图 
79) 为 


X — <!>-{- arc (101. 6) 


¥ 



将该式对4求导，并利用公式 (101.1) 和 (101. 2) 容易得到 

W 

音=- (101.7) 


既然常数，所以得出/=常数.因此，如果方程 ( l 6 l . 5)’ 中的 

第一个@子为零，则#到均勻流的平凡解， • 

第二种情形，可令1 一 w / c 2 = 0, 即来满足方程 （101. 
5). 径向速度则由式 (101. 3 )给出.如用叫来表示该方程中的常 
数，则得 

%=士(?, 切） 一 〆 ]• 


在这个解中，每一点上垂直于径向矢量的速度分量〜都等于当地 
声速.所以合速度” 大于当地声速.速度的大小和方 

向，在不同的点上均不 相同. 因为声速不能等于零，显然连续函数 
一定是要么处处为+〜要么处处为一 c . 通过以合适的方向 
为标准来量度角6我们 '可以取〜=心下面将看到，％符号的 


选取,从物理上考虑，必须取成正 号.因此 ， • 

— <?, tv = VX2 (w^ — ui) -- c 2 ]. 

根据连 a 方程 (10 L 4), 我们有 d ^^- dipv ^/ pvr . 

代入并积分之，得 

, [ d r oc ) 


(10L 8) 
将式 (101.8) 

(101.9) 


’如果知道了气体的贫态方程: D 热方程(记 住： 常数)，则公式 

(101. 9) 可以用来定出所有的 II ：对角4的函数关系.所以，式 

, W • 




(101. 8) 和 (10L 9) 完全确定了气体的流动. 

现在来更加详细地研究所得到的解.首先指出，直线 卜 ％ 
数在其所有的点上均与流线交成马赫角（马赫角的正弦为〜/” = 
即这些直线都是特征线.因此，在对乎面上有一族特征线 
是通过奇点的直线束,并且在所讨论的情形下,这族特征线有如下 
重要的 性质： 沿该族每一条特征线上所有的量都是 常量. 就这方 
面来说，这里的解在二维定常流动理论中所起的作用，与 S 92所 
讨论的自相似流动在一维不定常流动理论中的作用相同.我们将 


在 P07 中重新讨论这个问题. 


由式(101.9)可知,0^)'<0,这里一擻表示对4的导数•写 
出 （p C )'=p4(pc)/rfp , 并注意到导数是正的（参看 
(92. 9)), 則得出 p '<0, 所以导数二 c 2 〆 和也是负 
的.其次，根据《/是负的，得出速度 tO 随必的增加 
而增加.最后，从式 (101. 7) 得， >0. 因而有 


靠 <0 ， 

每 <0 , 

0 >0 ， 




( 101 . 10 ) 


换句话说，当沿着流动方向绕过奇点时，密度和压力总是减小的， 

如 


而速度的大小总是增加的，速度的方向沿流动方向偏转. 


刚才所描述的流动通常称为 稀疏波 ，以后，我们将采用这个 


名词. 

容易看出，稀疏波不可能在整个奇点邻域内存在.原因在于 
v 是随4的增加而单调增加的，所以在绕原点一周(即4改变 2jr ) 
后的点上，”值将与原来的值不同，这是不可 能的. 因为这样，奇 
线附近的实际流动图象一定是由一系列的扇形区域组成，这些扇 
形区域是由间断面（多=常数的平面）划分而 成的. 在每一个扇形 
区域中，或是稀疏波，或是等速度的均匀碑动 • 在各种具体情形下 



的扇形区域的数目和性质，将在以下几节中讨论.我们在这里仅 
指出，稀疏波和均匀流之间的边界必然是一个弱间 断面: 它不可能 
是(〜的）切向间断面，因为在这个边界上的法向速度分量 
而不为零.这个边界也不可能是激波，因为法向速度分量化在激 
波这种间断面的一侧必大于声速，而另一侧必小于 P 速，然 而在我 
们的问题中，在边界面的一侧总有 V 产 C . 

由上面的讨论可以得出一个重要的结论.引起弱间断的扰动 
显然是由奇线 G 轴）出发向外传播的.这就是说，包围稀疏波的 
弱间断面一定是由奇线出发的弱间断面，即速度在弱间断面上的 
切向 分量〜 必须是正的.这证明了式 （101.8) 中对％的符号所 
作的选择是正确的 • 

现在将这些公式应用于理想气体.在理想气体的情 形下. 
w ^ c 2 /( y -1 ) 9 而泊松绝热方程可以改写成 

( 101 . 11 ) 

参看式 (92.13). 利用这些公式，可以将积分 (101. 9) 写成如下 形式: 

9 — c 2 >， 

其中〜是临界速度[参看式 (80.14)]. 由此 


( 101 . 12 ) 


(101. 13) 

然后，再利用式 (101.11) 形式的泊松绝热方程，可以求得压力对角 
命的函数 关系： 
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P=P*[ COS 


V —1 

)，+ l 


y ( v - i > 


(101. 14) 


最后,得出式 (101. 6) 中的角 


义― + aVc %(\/诗 W 异 ^ )， 


(101. 15) 


兔 X 和 4 是从同一条起始直线量起的. 


因为 必须有 ％：>0, c ；>0, 所以，这些公式中的角必只能在0 


和^ n aX 之间变化，其中 




(101. 16) 


这意味着稀疏波可以充满一个角 ft 不大于 < f > 腑 的扇形区域;在双 
原子气体(例如空气)的情形，这个角度等于 219.3° •当4从0变到 


时，角夂则从冬灰变到# 




因此稀疏波中的速度方向能够 


转过的角度不大于多 UU 


〃(就空气而言，这个角度为 129.3°) 


当多二^00时，压力为零，换句话说，如果稀疏波扩展到最 


■■画 ■■■ 

rnmSmmMmmmmm 

|«1»__9___圓 

■■ 啣 ___BS 

shfisps 

s 離 la 
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大角时,则其一侧的弱间断面是与真空的分界面，这当然是一条流 


线；这时有 W 


0> v 




max^ 


即速度沿着径向, 


并达到速度的极限值 ^max (参看§ 80). 


对于空气 (7 = 1.4) 的情形，图80中给的是和 X 作 


为角4的函数的曲线. 

值得记住 V x Vy 平面上由公式 
(101. 12) 和 (101. 13) 定出的曲 

线形状(所谓速度图）.它是在半 
径分别为 V 二和 = 

这两个圆之间的外摆线的 
一段弧(图 81). 




问 

何麵 1. 试确定稀疏波中流线的形状. 

解：在极坐标中，二维流动的流线方程为 

dr rd<j> 


将公式 (101.12) 和 （101. 13> 代入，积分后得 


r. eos 


y — 1 
y +1 


\ 小) 


<y+l)/(y-i> 




这些流线构成一族相似的曲线，原点在曲线凹向的那一侧，而且是它的相似 
中心. 

问瑕 2. 设有一稀疏波介 i •两弱间断面之间，如果在一个间断面上给定 
气体的 速度化 和声速^的位，试确定两个弱间断面之间的最大可能夹角. 
解：根据式 （101.12), 相应于第一个间断面的角彡为 

=」 工 土 ' .arecos—. 


^ V y -l 

心的值是所以需要求的夹角为 
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m 



^ —-j-arc sin 

借助伯努利方程,可以求出以％和^表示的临界速度心: 


切 I 


oi 


v+i 


2 (y 一 1) 


2 1 y —1 • 2” 

根据公式 （101.15), 通过稀疏波的气体速度转向的最大可能折转角相应 
于差值 



are sin 

o * 


Aux 是 ^ i / Oi 的函数，当 Vi / Oi ^ l 时，其值最大: 




y +1 

y —1 


)• 


当 v t /c t ->oo&f f 趋向于零 




2 Ci 
y 一 1 Vi 


§102. 激波的相交 

♦ 

激波可以沿某曲线相交.在研究这种交线上一小段附近的流 
动时,可以假定这一小段交线是直线，并假定激波间断面是平面. 
因此,只须讨论平面激波的相交问题. 

§101中一开始就讲过，在数学上，两个间断面的交线是一条 
奇线.交线附近的流动图象由许多个扇形区域所组成，在各个扇 
形区域中，或者是均匀流动，或者是 § ioi 中所描述的那种稀疏 
波.这就可以对间断面相交的所有可能类型进行一般性的分类 
(几凡朗道 ,1944). 

首先，我们必须说明 如下： 如果激波两边的气流都是超声速 
的，贝《(如§86—开始所指出的）可以谈论激波的“方向”，并由此 
把从交线出发的激波与到达交线的激波区分 开来. 在前一种激波 
的倩形下，切向的速度分量指向背离交线的方向,于是，我们可!二 
说,使间断面形成的扰动是由这条交线发出的.在后一种激波的 
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倩形下,则扰动是从交线以外的点上发出的. 

如果激波有一侧的扰动是亚声速的，则扰动沿其表面向两个 
方向传播出去，因而，严格地说，激波的“方向”就没有意义了.但 
是对于以后的讨论来说，重要的 是:由 交线上的点发出的扰动可以 
沿这种间断面传播.在这个意义上，这类激波在以后的讨论中起 
着与由交线发出的纯超声速流激波同样的作用，术语“由交线出发 
的激波”将包括这两种类型. 


图82至86画出了在垂直于交线的平面内一些流动图象.不 
失一般性，可以假设流动就发生在这个平面内.在交线附近的整 
个区域内，平行于交线(它在所有的间断平面内）的速度分量必相 
同，因此，通过适当地选取坐标系，就可以使这个速度分量为零. 



容易看出，没有到达交线的激波，不可能有激波的交线•例 
如，在由交线出发的两个激波相交的情形下，如图 82 a 所示，来自 
左面气流的流线，将沿相反的方向折转,而整个2区中的速度却是 
不变的，因此，在 2 区中再加上任何其它的间断，也无法解决这个 
矛盾①.类似地还可以看出，如果激波和稀疏波均由交线发出，如 

图826所示，两者就不可能相交；虽然 2 区中速度的方向可能不 

* • 

变,但是，由于在激波上的压力将增加，而在稀疏波中压力将减小， 


①为了避免繁琐重复的论证，对于存在着亚声速流动区域，而且由交线出发的 
激波实际上躭是邻接干亚声速区域的激波的情形，我们不拟作类似的 讨论， 


# 
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所以压力不会不变. 

其次，因为相交不会反过来影响来临的激波，所以，多于两个 
由其他原因引起的激波(沿一条公共的线）同时相交，是不大可能 
发生的巧合.因此只会有一个或两个激波到达交线. 

下面的事实很重要.绕交点流动的气体只能通过一个由该点 
出发的激波或稀疏波.例如，设有气体通过由点0相继出发的两个 

激波，如图 82 c 所示.因为在激波心后面的法向速度 分量〜 

# 

小于 c 2 ，因而 2 区中垂直于激波的速度分量也一定小于这 
与激波的基本性质矛盾.类似地，还可以知道，气体不可能通过从 
点0出发的两个相继的稀疏波，或者一个激波和一个稀疏波. 

显然，这些讨论不能推广于到达交点的激波. 

现在可以着手列举出所有可 
能的相交类型.图8 3 画出了三个 
激波相交的情形，其中一个是到 
达交线的激波0心另两个是由交 
线出发的激波这种情形 
可以看成是一个激波分解为两个 
激波①.容易看出，除了两个由 
交线出发的激波之外，在这两激 阁 83 

波之间 ，一 定还形成一个切向间断面以此将流过口 6 的气体和 
流过 0(? 的气体隔开②.因为激波是由别的原因引起的，所以 
是完全确 定的. 这意味着1区和2区中的热力学量(例如夕和 P ) 
和速度幻都已经给 定了. 因此，在我们所涉及的量中，只剩下了 
两个(表明间断面和方向的两个角度)待定，一般说来，在 


① 应当指出,激波不能分解成一个激波和一个稀疏波：容易着出，在这两个由 
交线出发的波中，压力和速度方向的改变是不可能协调一 致的. 

② 像通常的慷形一样，切向间断面实际上是一个湍流区 * 

% 
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3 — 4 区中有 g 个条件(扒 p 和两个速度分童不变)，如果木出现切 
向间断面的话,这四个条件是必须满足的.然而出-切向 fU 
断面以焙,就可以使得条件的数自减少为两个(压力和馐度务向 

… 々 i • ' f 、 

不变) • 

&&, 不是任何一个激波都能用这种方法来分解的.一个到 
达交线的激波决定于两个参数（当给定1区气体的热力学状态 
时)，如来流的马赫数和压力比外/朽.只有在这两个参数 
平面上的某个区域内，一个激波才能分解成两个激波①. 

包含两个到达交线的激波的相交，可以看作是由于其他原因 
所产生的两个激波之间的“碰撞\这里，有两种本质上不同的情 

形，如图84所示. 

第一种情形，两个激波的碰撞产生另外两个由交点出发的激 


① 确定这个区域 箱要非 常繁复 的代数计算.遗憾的是，已经发表的结果(例如 

■ • .. 

参看 R. Courant and K. O. Friedrichs, Supersonic Flow and Shock Wavcs 9 
1948, 有中译本，科学出版社 ，1986)， 由于没有将到达交线的和由交线出发的激波加 
以区别，大岑上是没有价值的.这样就把两个到达交线的激波和一个由交线出发的激 
波情形也卷成三重结构.但是,这是由其他原因引起的两个激波所发生的相交，因而 
•連着所有發数的确定值到达交线.只有当这些任意参数之间有一定的关系时，两个激 
搮才有可舍成”一个激波,而这种参数间的联系是不大可能协调的. 



波.如果要满足所有的必要条件，必须再形成一个切向间断面>而 
且切向间断面必须在新形成的两个激波之间. 

第二种情形,不是形成两个激波，而是形式一个激波和一个稀 
疏波. 

两个相碰的激波由三个参数(例如和比值朽/外，八/内)确 
定.上述相交的形式只是在这些参数值的某些范围内才有可能. 
如果参数 fi 不在这些范闺之内，则这些激波在碰撞以前就一定已 
经发生分叉了 . \ • 

图85画出了激波从运动气体和静业气体之间分界面上的反 
射.？区是静止气体区，由切向卸断面与运动气体隔开.在邻接 
于5区的1区和4区中，压力必须相同，而且等于界，既然在激波 

• 、 ！ • • 

上压力增加，显然激波一定从切向间断面反射出一个稀疏波3,这 
样使压力降为起始的值. 





困85 图86 

最后，简要地讨论激波与来自另外来源的弱间断面的相交. 
这里可以有两种情形，视激波后面的流动是超声速的还是亚声速 
的而定.在超声速的情形下(图 S 6 a ), 弱间断面在激波上经过“折 

% 1 I *. ■ •兔 ii 4 






射”进人激波后的空间，激波本身在交线上不发生折射，但是有更 
高阶的奇异性，类似于弱间断面的性质.而且，激波上熵妁改变 
—定在激波后而引起一个“弱切向间断面”，在这个弱切向间断面 
上，熵的导数是间断的 • 

但是，如果激波后面的流动是亚声速的，则弱间断就不能进入 
该区域，而是中止在交点上(图 86 b ). 在这种情形下，这个交点是 
一个奇点;可以证明，激波后面的速度分布在该点有对数型的奇异 
性质.此外,和前面的情形一样,在激波后面一定会出现熵的弱切 
向间 断面叭 


S 103. 激波与固体表面的相交 


在激波与固体表面的定常相交现象中，激波与边界层的相互 
作用起着重要的作用 3 这种相互作用非常复杂，直到现在，尚未在 
实验上和理论上作出充分的研究。但是， 简单 的一般讨论,仍能使 
我们得到若千重要的结果，现在 （此 加以 说明叭 

压力在激波上是间断的，且沿着气体运动的方向 增大. 由此， 
如果激波与固体表面枏交，则在交线附近一段很短的距离上，必定 
存在有限的压力增量，即一定存在一个很大的正的压力梯度•但 
是我们知道，压力的迅速增加不可能出现在固壁附近（参看§40 
末)；因为这样引起分离，从而改变绕物体流动的图象，使得激波离 

开物面达到一个足够远的距离. 

然而，这种分析不适用于弱激波的情形. R § 40末给出的证 

明可以清楚地看出，边界层中不可能出现正的压力间断是由于假 


① 关于激波与弱间断面和交的各种可能的类型，详细的定性和定量分析，见 S . 

P.D ， yakov ， Soviet Ph?jsics 6 (33), 729,739, 1958 ； CCCP 99, 921, 

1954. 

② 边界层必然包含着一个邻接于固体表面的亚声速流动区域，激波不可能进人 
这个区 饯. 在讨论激波与物面的相交时,我们略去这一寧实，这并不影响下面的 

•• '-iVi • • ♦ • • - 
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定这#间断值很大的结果，即正的压力间断值必须超过某个决定 
于 B 值的界限，而这个界限随着 i ? 的增加而减小①. 

因此，我们得到下面的重要结论.强激波与固体表面的定常 
相交是不可能的固体表面只能与弱激波相交，而且 i ? 越大,则所 
允许的强度越小.这种激波的最大允许强度,还取决于边界层是层 
流的还是湍流的.如果边界层是湍流的，将延缓分离的发生 (§45). 
所以，在湍流边界层中,能有比层流边界层中吏强的激波由固体表 
面发出②. 

为了避免误解，必须着重 指出： 这些分析是基于在激波前商 

(即在激波上游)有边界层存在.因此，所得到的结果仅适用子由 s 

物体后缘出发的激波，而与从物体前缘发出的激波无关;例如，在 

绕尖楔的流动中，就会出现后一种情形，这种情形将在§104中 

详加讨论.在后一种情形卞,气体是从外部(即从没有边界层的区 

域）到达尖禊的前缘.所以,前面的已有的讨论显然并不排斥发生 

从这种尖楔前缘出发的歡较的可能性. 

在亚声速流动中，只有当主流中压力沿固体表面向下游增加 

时，才能出现分离.然而，在超声速流动中，甚至在压力向下游减 

« * 

小时，也可能发生分离.这样的现象可以通过弱激波与分离的结 
合而产生，为产生分离所需的压力增量就会发生在激波中；在激波 
前面的区域中，压力向下游可以是增加的，也可以是减小的. 

有关激波从边界层的亚声速区(或从分离线以后的湍流区） 

1 

“反射”的复杂现象，现有的资料还不足以使我们给出其详细的图 


①在§ 40的问题中，已经确定出在距离 Aar 上能引起层流边界层分离的最小的 
压力改变量 AP. 用到现在的情形上来，我们所关心的是在边界层厚度 <5® 级的距离 
上所出现的压力改变量，得出了决定 AP 随雷诺数増加而减小的规律如下： 



②现在已沪表 的资料 ，还不足以使我们能够规定最大的允许强度. 
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象，在这些现象中，起重要作用的事实是•.由激波产生的扰动通过 
边界层的亚声速区可以向上、下游两个方向传播，并在边界层中可 
能引起新的间断.特别是，另一个弱激波在上游形成可以引起分 
离，由此将由外面入射到固体表面的强激波“排开”.在图87中， 
直线《是人射激波，直线6是在上游形成的激波，这激波在0点引 
起分离.当入射激波从湍流区的亚声速区“反射”时，可以预料到 
将会出现一个稀疏波. 




上面的所有讨论只针对定常相交的情形，即激波和物体处于 
相对静止状态.现在来研究非定常的相交情形，这时入射到物体 
上的是运动着的激波，所以交线沿物面运动.这样的相交伴随着 
有激波的反射：即在物面上除了入射激波之外，还形成一个由物 
面出发的反射激波. 

我们将在随交线一起运动的坐标系中来研究这种现象；在这 
个坐标系中，激波是定 常的. 反射激波由交线本身发出，乃是最简 
单的激波反射，这种反射称为正规反射(图犯).如果给定入射激 

I 

波的入射角 A 和强度，则2区的流动就唯一地被确 定了. 反射激 
波后的气体速度必须折回一个角度，以使其速度重新平行于 物面. 
当这个折回的角度被给定#，从激波极线方程就可以得到反射激 
波的位置和 强度. 对于某个给定的角，激波极线可确定出两个不 
同的激波，即弱激波解和强激波解 （ §8 6 ).实验结果表明，反射激 
波总是属于弱激波族的，以后我们假疋取弱激波解.必须指出，当 
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人射激波强度趋于零时，则反射激波的強度也趋于零,同时反射角 
%趋于入射角叫，这正如我们按声学近似理论所预料的那样.在 
%—0的极限情形下，弱族反射激波就逐渐变成从“正面”入射所得 
到的反射激波 （§93, 问题 1). 

正规反射的数学计算(在理想气体中)不会有原则上的困难， 
但是其代数运算很繁.这里只打算讲若干结果①. 

根据激波极线的一般性质可以清楚地看出，并不是入射激波 
参数(入射角叫和压力比外/：^)取任意值时都能出现正规反射. 
压力比外/化给定时，有一个最大可能的入射角②，而当 
〜时,正规反射是不可能的.当 hM — 00 时，最大的入射角趋午 
anc sin ( l / y ) (对于空气来说是 40。）.当 ， 2 /妁~>1时， os u 趋于 90°, 

即对任何入射角来说，正规反射都是可能的.图89画出了关于空 
气的随 》 l />2 变化的函数曲线. 




① 有关激波反射的更为详细的论述，可参看 R, Courant , K. 0. Friedrichs, 

Supersonic Flow and Shock Waves, 1948； 有中译本，科学出版社，1980； W . 
Blcakney , A . H . Taub , Reviews of Modern 1949. 

关于激波几乎是正面入肘到接近于180°的拐角前缘 的正规 反射，以及激波在类 

似的辑角前缘上掠过时的衍射，这两个复杂问题已由 M . J . 莱特希尔给出了解答 
(Proceedings of the Royal Society f A 198,454,19,49; 200,554, 1950)* 

② 这是强反射激波和弱反射激波重合时入射角的值. 
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一般说来，反射角与入射角叫是不等的.有这样一个入! 
射角的值心，当 ajCa * 时,反射角 aaCai ; 反之，当 aPa * 时 , a 2 > 

« i . A 的值为 | ar CCOS |( V - l ) (对于空气来说为 3 9. 2 °);它不 
侬赖于入射激波的强度. 

当叫>0^时，正规反射是不可能的，因而入射激波必在离开 
物面的一定距离上发生分叉，所以我们有图90所示的图象，图中 
有三个激波以及一个从入射激波分叉点发出的切向间断面. 

§ 104. 绕拐角的起声速流动 

在研究物面上拐角角顶线附近的流动时，仍然只需考虑角顶 
线上的一小段，并且假设它是直线，拐角是由两个平面相交而成 
的.如果拐角的角度大于 〜我们 就称流动在拐角外;如果拐角的 
角度小于％就称流动在拐角内. 

亚声速的绕角流动与不可压缩流体的绕角流动没有实质上的 
差别.然而,超声速的绕角流动则是完全不同的，•其中一个重要的 
性质是会出现由拐角角顶线发出的间浙面. ' 

首先来研究超声速气流沿拐角一边到达顶点时的可能的流动 
图象.根据超声速流动的一般性质,在气流到达顶点以前,气流一 
直是均勾的.气流折转到平行于拐角另一边的过程，是在由顶点 
发出的稀疏波中发生的，这时流动图象是由弱间面(图 91 中的 
和分成的三个区域组 成的： 沿边运动的均匀气流1,在稀 
疏波2中折转，然后又以匀速度沿拐角的另一边 运动. 应当指出： 
这时根 本没有湍流区形成;反之，在不可压缩流体的类似流动中， 

一 定形成一个以拐角的角顶线为分离线的湍流区 （§ 35 中的 

m 16 ). 

设 A 是来流(图91中的1区)的速度， C , 是来流中的声速•则 
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(a) 



图 91 



弱间断面 0 a 的位置可根据它与流线交成马赫角这个条件，直接由 
马赫数 M x ^ vjc , 确定. 稀疏波中的速度和压力的变化由公式 
(101. 12) — (101. 15) 确定，•剩下的只需指定一个参考方向，从它开 

始量度这些公式中的角度直线4 = 0对应于 v = 当 

M ,>1 时，实际上并不存在这样的直线，因为处处都有 ”/ c>l •但 
是,如果辱像稀疏波在形式上扩 展到加 左边的区域中:^，则可以 
利用公式 (101. 12), 并求出间断面必须对应0的一个値： 

^ 1 ^ arc cos—, 
v V y — 1 o* 

I 

同时，从 0 a 到时，角4应是增 大的. 根据速度方向变到平行于 

拐角的边可以定出间断面的位置. 

稀疏波中气流的折转角不能大于§ 101 问题 2 中所确定的值 
^ max . 如果绕流经过的角 P 小于则稀疏波不可能使气流 
转过所需的角度，因商 得刹图 M 心所示的流动 图象. 因此’稀疏 
波2 —直进行到压力等于零为止（到达线），稀疏波与固壁 

之间由一个真空区( 3 区）隔开 • 

然而，上述的流动图象并不是唯一可能的图象•图 92 和图 

93 画 出了不 同的®象，其中都 有一个 静止气体的区域紧贴着拐角 
的第二 个边， 巾一个 切向间断面将这静止气体区 域和运 动气体 K 


图92 


图 93 


域 隔幵;通常，切向间断面要变成一个湍流区，所以上述情形对应 
于出现分离的情形①.在稀疏波(图 92) 或激波（图 93) 中，气流转 
过了一定的角度.但是只有当激波不太强时，通过激波折转的情 
形才是可能的（根据§ 103 所给出的一般性讨论). 

在任何一个具体情形中，到底会出现哪种流动图象，一般说来 
取决于远离拐角的流动条件.例如，当气流流出喷管时(这里的拐 
角顶点是出口处的边缘)，了解喷出气流的压力？1和外部介质的 
压力之间的相互关系是重要的.如果 p e < h , 流动是图9 2 所 
示的类型；因此嵇疏波的位置和张角由3区和4区中压力都等于 
%的条件确定. h 越小，则气流必须转过的角度也 越大. 但是， 
如果角 fim 92) 加大,气体压力就不可能达到所需的值在 Hi 
力降为％之前，速度方向就变得平行于拐角的边了.所以， 
出口边缘附近的流动就如图91 ( a ) 所示.出口 Oi ? 外侧跗近的压 
力完全由角度 A 决定，而不取决午压力％;只要在气流离出口一 

段距离处，压力就最后降为八 • ' 

反之,如果 p e > p t ， 则绕出口边缘的流动就是图93所示的类 
型，有一个从边缘出发并将压力由％升高到 h 的激波.然而，这 

① 裉据实 险结杲 ，气 体的可压缩性 使得切 向间断面所引 起的溫 流 区的张角有所 
威小. 
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只有在 仏和？ 1 的差别不太大时，也就是在激波不太强时,才有可 
能;否则，在喷管的内壁上会有分离,而且激波进入喷管内部，如 
§90所述. 

其次,我们来研究拐角内的流动.在亚声速的情形下，这种流 
动伴随着有拐角顶点前面某个点上的分离(参看§ 40末).然而， 
在超声速来流的情况，流动的转向可由从顶点发出的激波来实现 
(图9 4 ).这里还必须说明一点，只有在激波不太强时，这种简单 
的无分离流动图象才是可能的.激波的强度随气流折转角/的増 
加而增加，因此我们可以说，只有在/不太大时,无分离的流动才 
是可能的. 



现在来研究自由超声速来流流向楔形顶点时所产生的流动图 
象(图 95). 气流在通过从顶点发出的两个激波后，流向被折转到 
平行于楔形两边的方向.正如§103中已经说明的，这是一种能 
够从固体表面发出任 S 强度激波的特殊情形. 

如果已知来流的速度％和声速就可以确定激波的位置 
和激波后面区域中的气体流动. 速度％ 的方向必须平行于楔形 

的一边 CM : 因此，利用一条 iQ 过原点并与横轴交成 




214 • 


參 




e 知角/的弦(图 so ), 就可以直接从激波极线定出％和确定澈 
波位置的角 A 这在§86中讲过.我们已经知道，/给定时，激波 
极线将给出两个不同的激波解，它们的4值不同.其中一个(对应 
于图50中的点 B ) 是较弱的，一般说来，它保持激波后的流动为超 
声速流;另一个较强，它使得激波后的流动变成亚声速的.在绕有 
限的楔形物面流动的情形下①,总是选取前者，即弱激波解.应该 
记住，这种选择实际上取决于远离楔形的流动条件.在绕很尖锐 
的楔形(/很小)的流动中，形成的激波显然是很弱的，我们很自 
然地认为:随着楔顶角的增加，激波强度是单调增加的；这相当于 
沿激波极线上弧(图 50) 从 Q 到 C 的移动. 

在§ 86中还知道，激波上气流速度矢量的折转角不能大于某 
个取决于1^的值；因此,如果楔形的任何一边与来流方向的 
夹角大于文_，则上述流动图象是不可能出现的.在这种情形下， 
楔形附近的气流必须是亚声速的，这是由子楔形前面的某个位置 
上出现激波而形成的（参看§ 114). 因为 Mi 而单调増加， 
所以我们也可 以说： 对于给定的 
角/，来流尚必须大于某个 
值 Jm { n , 

最后还应指出，如果楔形两 
边相对于来流的位置如图96所 
示,那末,激波当然只在楔形的一 
侧形成；另一侧则由稀疏波而使 ® 96 

气流折转. 



①绕两个无限平面交成的尖楔的流动这种纯属形式上的问题，是没有物理意 
义的. 
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向 趣 

设在绕顶角很小(/《1)的楔形流动中值很大试求此时 
气流中激波的位置和强度. 

解： 当/《1时，激波极线给出两个#值，一个接近于零，另一个则接近 
于我们所要求的弱激波对应于前一个值，它的值为 + 参 

看§86中的问题 1. 根据式（86.9),压力比为外〜=*|^纱+ 1)^^/ 2 .激 
波后的 M 值为 

也就是说,仍坩远大于1,但是并不远大于 HX . 

I ■ 

§ W 5. 绕锥形物体的流动 

物体上尖凸块附近的定常超声速流动，是个三维问题,而且比 
绕二维尖楔(其前缘为一直线)的流动远为复杂.直到现在，对这 
个问题尚未作出全面的一般性研究.其中唯一已经完全解决了的 
问题是绕轴对称尖凸块的流动，下面就讨论这种情形. 

在靠近尖凸块的顶点处，轴对称的尖凸块可以看成是一个正 
圆锥. 由此把问题归结为均勻来流绕零攻角正圆锥的流动_在定 
性上，其流动图象如下所述攀 

就像类似的绕二维尖楔的流动一样，气流中一定会形成一个 
激波 ( A . 布塞曼,1929)，同时从对称性出发,这个激波显然是一个 • 
与被绕流圆锥共轴的锥面，而且有共同的顶点(图97表示由一个 
通过圆锥轴线的平面在圆锥上截取的截面).但是，现在的情况与 • 
二维的情形不同，激波并没有把气体的速度转过整个角度％，以使 
气体沿着圆锥表面流动( 2 /是圆锥的顶 角）. 在通过间断面之后， 

流线变弯，并渐近地趋向于圆锥的母线.流线的这一弯曲，伴随着 
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密度的不断增加(除了在激波上密度的增加之外)以及速度的相应 
减小.在紧靠着激^£后面的区域中，一般说来速度仍然是超声速 
的（和二维的情形一样，由激波极线的起声速部分确定其速度)，伹 
是在圆锥的表面 h , 速度可以是亚声速的.和二维的情形一样，对 
于来流 马赫数 的每一个值，相应地存在圆锥顶角的某 
个极限值，超过这一极限值，这种绕泷就不可能存在. 

圆锥形激波与来流中的所有流线相交成同一角度，因此,激波 
是等强度的.于是可以得出结论(参看§ 106): 激波后面的流动也 
是等熵的 势流. 

裉据问题的对称性及其自相似性的待性(在所考虑的条件中 
根本没有固定的特征长度)，很明显，激波后所有的量(速度、压力） 
的分布都只依赖于角度0,这》是从圆锥顶点指向所讨论点的矢 
径与圆锥轴 g (图97中的 o ; 轴)的夹角.因此，运动方程组是常微 
分方程组；这些方程在激波上的边界条件，由激波极线的方程确 
定,而在圆拄表面上的条 件是: 速度必须平行于圆锥的母线.但是， 
这些方程不能积分成解析的形式，而不得不作数值计算.请读者 
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到别的著作①中去查找有关的计算结果，本书只给出最大可能的 
圆锥角/_和之间的函数曲线 （§86 中图 51). 我们还可以 
指出：当％!—1时，角;趋 于零： 

=常数 x y/^ff (105.1) 

可由一般的跨声速相似律 (118.11) 导出;其中常数与吣以及 

9 

与所讨论的气体性质无关. 

只有在圆锥顶角非常小的极限情形下，绕圆锥流动问题才可 
能有解析解.显然，在这种情形下,各点的气流速度与来流速度 A 
没_多大差别.用 I 表示所讨论点上的气体速度与％之间的 
(很小的)差值，同时利用％的速度势念就可以应用线化方程 
(106.4); 如果取极轴沿着圆锥轴线的柱坐标％ r , oico 是极角)， 


则方程为 


r 9r\ dr J^r 2 dco 2 P dx 2 ， 

(105. 2) 

或者 ，对 于轴对称解，则有 


r^\ r dr) 0, 

(105. 3) 

式中 



(105. 4) 


为了使速度分布只是0的函数，势函数一定具有下列形式： 4 = 
怎 f (D , 其中左 = rA = t g 义 将上式代入方程 Cl 05. 3), 得到函数 
/(I) 的方程为 - 


|(1 —俨 | 2 )/"+/'=0, 


①例如： H. Ko^hh, II. A. KeCesbf H* B* Pose, TeopemmecKaji FudpoM- 
exaHWKUy qacn, TI, CTP. 193, rocTexM3AaT> 1948 ； L. Howarth ed. , Modern 
Developmants in Fluid Dynamics: High Speed Ft w, VoJ. 1, Ch* 5；Oxford 
1953. - 
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这个方程的解是初等函数.平凡解 

/=常数 

对应于均匀流动；另一个解为 

常数 —arcclrj^). 

在圆锥表面上（即当 i — tgz 时）的边界条件为 

... 上 ....- (105. 5) 

Vi + v x Vi dr 


或 


因此,非平凡解中常数为％，，同时可得区域价中的势函数 
表达式如下灸 


<[> =V\X 2 (^s/x 2 — P^r 2 一 a；arcc 令 ) 




(105. 6) 


应当 指出： 当 r—0 时，必有对数奇性. 
现在可以求出速度 分量： 


v x = 一 Vj^arcch 

^/ z 2 — )9 2 r 2 • 
r 



(105. 7) 


圆锥表面上的压力则按公式 (106. 5) 计算；因为当 r —0 时有对 
数奇性,所以（当 r 很小时）圆锥表面上的 速度％ 远大于〜,于是, 
我们只需保留压力公式中带 W 的项.结果为 

p — f x = p : v ] X 2 ln ~—~ . (105. 8) 

所有这些用线化理论导出的公式，当 1 ^!远大于 i// 时就不再适 


用了(参看 §119). 

像绕圆锥的对称流动一样，绕具有任意截面的锥体的流动也 


0) 在这种近似的条件下，圆锥面 ar == Pr 就是弱间 断面. 
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是自相似的流动.它根本没有特征长度的参数,所以速度分布只 
可能是坐标的比值 y / x 9 z / x 的函数，即速度沿着通过原点（锥体的 
顶点）的任何直线是不变的.这种自相似流动称为锥形流①. 


问 



设圆锥的顶角2/很小， il 攻角《也很小，试确定绕该圆锥的流动 (C •法 
拉里， C. Ferrari，1937) ②. 

解： 取圆雜的轴线（而不是来流的方向）为 r 轴；如果略去髙阶量（〜 
a 妒 ，则势函数的线化方程 （ 105 . 2 ) 不变，利用势函数可定出气体速度为 A 
+ ▽‘圆锥表面上的边界条件为 

v x GOHa-\-v x Vi 9 r 

寻求下列和式的必： 

r) +cos« • 彡⑴ （ ar,r>, 

其中4⑴的表达式为式 (105. 6), 而满足边界条件 


(1) 

= — Via . 函数 


多 ⑴可 以写为 r/^, 再将 rfco ^ ay 代入方程 (105.2), 则得/的方程为 

Sr (夕中一 1) +f (2^ 2 -3)-0. 

平凡解/=常数对应于（以速度沿垂直于圆锥軸方向的均勻流动；另 
一个解得出 


^(2) x 2 — jff 2 r 2 一 yffrarcch ~ 0 ~)' 


气体速度为内+*; (1> +1) <2> ,其中，《^ ) =\^ < * > ,而0 <1> 由公式（105.7)给出.压 
力由下列公式 计算： 



— ^a{(VOSCT v 1 sin a cos <d + *^* ) 


① 有关这类流动的各种 问題的 i 羊细讨论 . 可参看 E. Camfoli ，fltgh Speed 
Acrodtjuamics (Compressible Flow) f Pergamon Press, London, 1958. 

② 有关任意细长的旋成体这一类闷题的解，可参看 F. I. Frank〗 and E. A， 
Karpovich ，Oas Dynamics of Thin Bodies ， § 2 - 7 ，Interscience，New Yo:k， 

1953 (中 译本：屯 H •伏朗克尔, E.A. H： 波维奇 : 《 薄物体的气体动力学>，杜棣华译 ? 
科学出版 H, 1958). 
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一灼 sinasin6) + 



其中必须保留到《的 Z 的二阶项. 

p—pi ^ p\vl (Pf*ln 


由下式即可求出锥面上的压力为 

2 ^ 2 + a z 

~JX 2 ~ 


— 2aXcoso> + cr 2 cos 2c») • 



第十二章气体的二维流动 


§ 106. 气体的势流 

下面我们将遇到很多重要情形，其中可压缩气体的流动几乎 
处处都可看作是势流.这里将导出势流的一般方程，并讨论这些 
方程的适用性问题. 

可压缩气体的势流在穿过激波以后，通常要变成有旋流.但 
是也有一种例外，即定常勢流穿过强度沿波面不变的激波时的倩 
况;例如,当均匀流穿过一个激波而这激波与每条流线的交角都相 
同时，情况就是如此①;这时，激波后面的流动仍然是势流.为了 
证明这点，我们利用下列形式的欧拉方程： 


y — (V X _ 


(参看 (2.10)), 或 


V 


—TSfs 


式中利用了热力学恒 等式: &屬 + f . 但嫌波前面的势流 
中，祕+ $二常数，而它在激波上又是连续的，因而这个量在激波 


2 


后面处处相同，所以 


幻 x (▽x^u) =— T\/s. ( 106 . 1 ) 

激波前面的势流是等熵的.在任意激波的一般情况下，熵的 


在超声 it 绕尖楔或圆锥的流动中（§ 104, § 105), 我们已经遇到过这种 情形. 


■ 
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间断值在整个激波面上是变化的，在激波后面的区域内， 

因而 Vxt 也不为零.但是，若激波是等强度的，则其中熵的间断 
值就是常数，所以激波后面的流动也是等熵的 ，即 V ^ = 0. 由此可 
知，或者 Vxt = 0， 或者矢量幻与 Vxw 处处平行.但后一种情 
况是不可能的，因为在激波上，幻总有非零的法向分量，但 Vxv 
的法向分量却总是为零(因为这个法向分量是由速度切向分量的 
切向导数给出的,而速度的切向分量又是连续的). 

还有一种重要情形，即势流通过的是弱激波,这时，尽管有激 
波，勢流仍在继续.我们已经知道 （§83), 在这样的激波中，熵的 
间断值与压力或速度间断值相比是三阶量.因此，由 （106.1) 可 
知,在激波后面， VXT 也是三阶量.这就使我们可以认为，在激 
波后面是势流，其误差是更髙阶的小量. 

现在来推导可压缩气体作任意定常势流运动时，其速度势的 
一般方程.为此，我们利用欧拉方程 

1 c 2 

V)^ = 一 — W — - YP, 

P P 

从连续方程 ▽ • ( pr ) E • 幻+幻 • = 0中消去密度，得 

c 2 ▽•幻一幻 • (幻.^)幻= 0. 

弓 I 进速度势,使 T =▽ A 并按分量写出，即得方程 

(C 2 — 彡】 ) 彡 。^+ (C 2 — (C 2 一彡 ?)《zz 

— 2 (< f ) x ( f ) g < f > x p -]- — 0 , (106. 2) 

式中的下标表示偏导数.特别地，对于二维流动,我们有 

( c 2 —( c 2 — (/>]) < f > y 9 + 2 < f > x < f > 9 < lf x y = 0. (106. 3) 

在这些方程中，声速必须通过速度表示出来;原则上，这种表示式 

可以 用伯努利方程 = 常数和等斌:方程 S ==常数求得.公式 

(80. 18) 给出用 r 表示 c 的函数关系，适用于理想气体的情况. 

若各点的气体速度与无穷远来流速度相比，它们的大•小和方 
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向差別都不大，则方程 (106. 2) 可大为简化 0). 这意味着激坡(如 
果有的话)较弱,因而势流不受破坏. 

仿照前面讲的类似情况，我们用幻表示给定点上气体速度与 
来流速度之间微小的速度差.用％表示来流速度，则合速度可 
写成 ^1 + ^. 现在用0表示速度 t 的势，即则由 006. 2)， 
通过代换 + 可求得这个速度势的方程.我们取 o ; 轴沿矢 
量％的 方向. 然后,我们把 4( 的导数)看作是小量，并略去所有 
髙于一阶的项,即得下列线性 方程： 




3V 



dx 2 * dy 2 1 dz % 



(106. 4) 


这里，当然,其中声速是无穷远处的值. 

任何一点的压力，都可按同样的近似程度，利用一个公式来确 
走，而以速度来表出，这个公式可求得如下.我们把 JP 看作是災的 

函数 （ s 给定时)，利用关系式则可写出 

P-Pi 〜 ( 盖 ) (w—Wt) ^=Pi(w—Wi). 

由伯努利方程，得 

■# 

W — Wi - —---[(^1 + v ) 2 — 

1 

所以 

= — P\ViV x —YPi( v y +v|). (106. 5) 

在这个表达式中，横向速度平方项一般应予保留，因为在$轴附近 


①§ 105中已讨论过这类情况之一（绕细锥的流动)；其它的将在有关气体绕任 
意薄物体流动的问题中遇到. 

• 224 • 



的区域内（特別是在物面上)，导数I, II可能比II大得多. 

但若马赫数很接近于1 (跨声速流动)，以致方程（106\ 4) 
第一项的系数是个小量，则该方程不适用.显然，在这种情况下， 
必须 保留# 对^导数的更高阶项.为了推导这个相应的方程，我 
们回到原方程（]06.2);在略去那些明显是小量的项以后，方程 


变为 


1- 




(106. 6) 


在目前情况下，速度声速 c 接近于临界 速度〜 （现在^表 
示合速度).因此，可以写成 = O — ，或 C— V 


(c^ — v) 


\ dv / Vz= 


. 利用以下事实，即当 ” = 时，由 


(80. 4) 可得于是可写出（当 w = 〜时) 

(tv 0 


dc dc dp p dc 

dv dp dv c dp 


所以 


c 一 V 




(106 - 7) 


这里我们利用了导数的表达式 (92. 9), 而〜表示时 


(95. 2) 式中 of 的值;理想气体的 a 是常数，所以 os* ==铒二 ~2 
1). 按同样的准确度，这个方程可写为 

V - / V 』 

—— J =05^[ —— 1 ) # 、 

C ''C* / 

此式给出跨声速流动中马赫数 M 与 M* 之间的一般关系. 
利用这个公式，我们可以写出 


(V 


(106. 8) 









1 一 


1 一 







最后，我们按代换以 Or + 勿，引进新的势，因而有 


d ± 

dx 


2^ 

c * 


z 


d([> V v d<f) 

1 — _■ ■• 里 - 

dy c* dz c % 


(106. 9) 




把这些式子代进 (106. 6), 我们最后得到跨声速流动的速度势方程 
如下(其各点速度几乎都平行于 z 轴)： 


2a 挪 , 3 2 ^ 


(106,10) 


在这里，气体的特性只通过常数和表现出来.下面我们将看到， 
这个常数决定着跨声速流动特点对气体性质的全部依赖关系. 

对另一种极限情形，的值非常大的情形，线性方程 
(106. 4) 也不适用.不过，遇到这样的1^值，由于出现强激波，使 
得勢流实际上已不可能存在了 (参看§ 119). 


§ t 07. 定常简单波 


我们来确定气体定常二维超声速流动方程的一般形式解，这 
种解所描述的流 动是: 在无穷远处有均匀的平面平行气流，然后当 
它绕一个弯曲的剖面流过时，折转一个角度.我们在讨论拐角附 
近的流动时,已经遇到过这种解的一个特殊 情形: 本来是个乎行气 
流,沿着拐角的一边流动，流到角顶处发生折转.在这个特殊的解 
中，所有的量(速度的两个分量、压力和密度)都只是一个变量即角 
度0的函数.所以其中每一个量都可表成其它任一个量的函数. 
因为这个解必须是待求的一般解的一个特殊倩形，自然就可在以 
下假定的基础上来寻求一般解，即假定 ?> PyV xy V y (运动平面取为 
邛平面）这些量中的每一个都 可表成 其它任一个的 函数. 当然, 
这个假定对运动方程的解加了相当大的限制，因而这样求得的解 

就不是那些方程的通积分了.在一般情况下，作为两个坐标 
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的函数的量 AP , 仏中的每一个，都可表示成这些量中任何两 
个量的函数. 

因为 / H 无穷远处 &均 匀流，其中所有的量都是常数，特別是熵 
s 为常数；又因为在理想流体的定常流动中，沿流线的熵是不变 
的，所以，只要在气体中没有激波，显然在全空间保持 s =常数；下 
面，我们就作这样的假定. 

欧拉方程和连续方程为 





把偏导数写成雅可比行列式的形式，可将这些方程改写 如下: 


V x 


^(v X9 y) ^ 9(v Xf x) 


1 9(T 9 y) 


y) 


y) 




9(v, ， y) 9 (v 9 ,x) 

3 o, y) f 9 (x 9 y) 


P ^ (a：, yY 
1 


^(PVt 9 y) 9(PV 9 ,X) =a 
d(oc f y) 9(x y y) ~ 

现在取(比如说） r 和夕作为独立变量.为了实现这一变换，只须 

将上面的方程乘以这样求得的方程形式不变,只是方程中 

V) 

每个雅可比行列式的分母都换成了3(% p ). 现在把这些 
雅可比行列式展开，记住，所有的量 P , 〜， 〜都被 假设成 只是多 
的函数，而不是 z 的函数，所以它们对$的偏导数为零.于是得 


v , 


- 微 = 

{ V 「 V D 


1 dy 

i _ ii . 

P dx 



V x 


1) 


dv 9 

dp 




P 


dp 


dp 


f P 


dv 9 

dp 


dx dp ) 


0, 


这里 | f 表示 (|£) • 在这些方程中，除以外，所有的量桉假定都 



只是 P 的函数，而不显含由此我们可以断定，首先也只是 

P 的函数=^00, 于是， 

/ •? 

PAOO + AOO , (107.1) 

式中，/ 2 (的是压力的任意函数. 

如果我们利用早已熟知的绕拐角流动中关于稀疏波的特解 
(§101，§104)，则毋须再作进一步计算.记住，在这个解中，所有 
的量（包括压力)沿任一条通过角顶的直线(特征线)都是常数.这 
个特解显然对应于如下情形，即一般表达式 （107.1) 中任意函数 
/ 2 0)恒等于零.函数 / tOO 由§101所求得的公式确定. 

对于各个不同 的常数 方程 (107. 1) 就在吟平面内定出一 
族直线.这些直线与流线在每一点的交角都是马赫角.我们从在 
/ 2 = 0的 特解中直线族⑷ 所具有的这种性质，可以立即看 
出这一结果.于是,在一般情况下，（自物面出发的）某族特征线是 
由这样的直线组成，即沿着这些直线,所有的量保持不变，但这些 
直线不再是共点的了. 

从数学上讲，上述流动的特性，与一维简单波的特性完全类 
似，在一维简单波中，特征线的一族是 W 平面中的直线族(参看 
§ 94, § 96, § 97). 因此，目前所讨论的这种流动在定常(超声速)二 
维流动理论中所处的地位，与简单波在不定常一维流动中所处的 
地位是相同的.鉴于这个类比关系，这种流动也称为简单波;特别 
是，对应于/ 2 = 0情形的稀疏波称为中心简单波 . ^ 

像在不定常情形中一样，定常简单波最重要的特性之一是：在 
对平面上，与均匀流区域邻接的任何区域内的流动都是简单波 
(参看§ 97). 

现在，我们来说明怎样才能求出对应于绕给定边线流动的简 
单波.图⑽绘出所研究的边线,•由点<9向左，边线是直线，而向右 




就开始弯曲.当然，在超声速流动中，弯曲的效果是只向（由点0 
出发的)特征线的下游传播.因此，这条特征线左边的流动是 
均匀流;我们用下标1表示对应于这个区域的量.在这个区域内, 
所有的特征线都是相互平行的，它们与0；轴的夹角等于马赫角 a 


= arc sin—. 


Vi 


-在公式 (101. 12) — (101.15) 中,特征线的倾角 0 是从 ” = = 
〜的那条线量起的.这就是说(参看 §104), 特征线04的必值 
应由下式 给出： 

A = V^f arccos ?t ， 


而角4是从 CM ' 量起的（图 98). 于是，特征线与 a 轴的夹角为 
么一彡，这里根据公式 （101. 12)—(101.15), 速度和 

压力可用角多表示 如下： 

v x —vcosO f Vg^vsinO, (107. 2 ) 

v + ^r sin 2 Vfrf^) ( 107 . 3) 

OH—MC tg(y )， （ 107. 4) 

(j> (107. 5) 
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, 


特征线方程可写为 

y = ； rtg (么一 + F (< fO . (107. 6) 

当边线形状给定时，任意函数可确定如下.设边线方程为 
r = y ( X ), 这里 Z 和7为边线上点的坐标.在物面上， 气体的速 
度是切向的，即 

(107. 7) 


(107. 8) 

则上述方程与 (107. 6) 式相同.从所给定的方程和方程 
(107. 7) 出发，可把边线表成参数方程叉=叉(的， Y = Y (6) 的形 

式,其参数是边线切线的倾角沒 • 利用 007. 4) 那个以0表示0的 

» 

表示式进行代换，得 x 和 r 作为< 的函数;最后，把这两个关系式 
代入 (107. 8), 即得待求的函数 

在绕凸曲面的流动中，速度矢量与 r 轴的夹角0随着流向下 

游而减小(图 98), 因而特征线与: r 轴的夹角么 一0 也单调地减小 

(这里总是指由表面发出的特征线).因此，（在这个流动区域内）特 

征线互不相交.所以，在特征线 04( 它是弱间断线）下游的区域 

中，我们得到连续的(无激波的）和越来越稀疏的流动 • 

在绕凹曲面的流动中，情况就不 同了. 这时切线的倾角$随 

着向下游而增加，因而特征线的倾角也逐渐增加.于是，在这个流 

动区域中，特征线相交.但在这些互不平行的不同特征线上，所有 

的量(速度、压力等)有不同 的值. 这样一来，在特征线的交点上， 

所有的量就成为多值的了，这在物理上是不可 能的. 在不定常的 

一维简单压 缩波中（§ 94 ),我们已经遇到类似的 现象. 像在那种 
• ?}0 - 


tgOsz 


dY 

dX 


通过点与 ^ 轴夹角为的直线方程为 


y—Y= ( 怎一 X)tg ( 〜一沴 ). 


若令 


(多 Xt g ( h — 必), 






情況下一样，这意味着实际上形 
成了激波.由所讨论的解不能完 
全确定间断面的位置，因为这个 
解是在假定没有间断面的条件下 
求得的.能够得到的唯结果， 

是激波的起始位置(图的中的点 
0,激波在图中用实线表示). 

这是特征线的这样一个交点，过 图 99 

这个交点的流线最靠近物面.在点0的下方(即更靠近物面)所通 
过的流线上，解处处是单值的；由点开始”，它是多值的.在 
一维不定常简单波中，已求得了用来确定形成间断面的时间和位 
置的方程组，•采用和这相同的办法，可以求得用来确定点 0 的坐标 
的方程组.若把特征线的倾角看作是特征线上点坐标 Gd ) 
的函数,则当 a ： 和夕超过某定值心,心时,这个函数就变成多 值的. 
在§94中，对于函数 ”0,() 情况是相同的，因而我们不必重复那 

里所作的分析过程，就可立即写出方程 

(H'), =0, ®X =：0 * (107 ' 9) 

由这两个方程可求出形成激波的 位置. 从数学上讲，这个点就是 

晷 

t 线特征线族包络线上的尖点(参看§ 96 ). 

在绕凹曲面的流动中，在点0上方流过的各流线上,直到这些 
流线与激波相交以前，简单波都是存在的 • 在点0下方通过的流 
线，则根本不与激波相交，但不能由此得出结论：这里所讨论的解 
在这些流线的所有点上都 有效. 原因是激波对于沿这些流线流动 
的气体也会受扰动影响，因而这个流动与不存在激波时的流动是 
不同的.、旦是，根据超声速流动的性质，这些扰动只能延及（第二 
族）特征线0/4下游的气沣，该特征线是由激波起始点0发出 

* 2U • 




的.所以，所 忖论的 解对于 JOB 的左边是处处有效的.0 乂本身 
是个弱间断线.我们知道,在绕凹曲面的流动中，不可能有与绕凸 
曲面流动的简单稀疏波相对应的处处连续的(没有激波的)简单压 
缩波. 

绕凹边线流动中所形成的激波，是激波在固壁以外气流内部 
一点“开始”的一个例子.激波开始的点有某些一般特性，在这里 
可以说明一下.在这点本身，激波的强度为零,而在这点邻近，强 
度很小. m 在弱激波中，熵和涡量的间断都是三阶小量，所以穿过 
激波流动各量的变化与连续等熵势流各量的变化只差三阶小量. 
由此可知,在由激波开始点发出的弱间断线中，只有各个量的三阶 
导数才能发生间断.一般说来，会有两个这样的间断 线:一 个是与 
特征线重合的弱间断线;另一个是与流线重合的切向弱间断线(参 
看§89末). 

§ 108. 恰 普雷金 方程: 定常二维气体流动的一般问题 

在论述定常简单波以后，现在来研究任意定常平面势流的一 
般问题.我们假设流动是等熵的,而且不含有激波. 

1902年 C . A . 恰普雷金首先指出，可以把这个问题化成一个 

线性偏微分方程的求解问题.这是通过变换，将自变量变换到新 
的 独立变量即速度分量〜来实现的.这个变换通常为速度 
图变换,平面称为速度平面，而吨平面称为物理平面. 

对于势流，欧拉方程可用它的初积分即伯努利方程 

(108. 1) 

来代替.连续方程为 

+ 易(/5〜) =()• ^(108. 2) 

关干速度势多的微分，有抑 ^ v 9 dx ^- v , dy . 我们用勒让傳变换, 

，23?， 



从独立变量6 &变换到新的变量因而有 

d(j) 二 : d (xv 上 ) — xdv x ^ d(t/v y ^) — ydv 9 


U 进函数 


0 = ~(f> -xv x -^yv y . 


(108. 3) 


则得 


d0 = xdv x + ydvy 


这里把 0 看作^:和巧的函数.因而有 


以， y ⑽ 


dv ‘ 


dv 9 


(108 4) 


但是，不用速度的笛卡儿分量，而用速度的大小〃及其与$轴的夹 
角则更为 方便： 


V x ~vcos6 f Va — vsinO, 


(108. 5) 


对导数作相应的变换，就给出 


a; = cos 


d0 sin 6 50 

dv V 90 ^ 


. n d 0 , COS ^ 

+ --^, 


(108. 6) 


而不是给出 （108. 4) 式.势函数 0 与函数少的关系由以下简单的 


公式表示 




(ji =—少 + V 


90 

dv ^ 


(108. 7) 


最后，为了求得用以确定函数少 o , 0 ) 的方程，必须把连续方 
程 (108. 2) 变换成用新的自变量来表示.把导数写成雅可比行列 
式的 形式： 

♦ 

3( p %， y ) d ( jyo s , x ) — ， 
d(j£ ， y) 9(x,y) 

上式乘以并将 (108. 5) 代入,我们得 
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9(f ； os^, y) d(pvsinQ,x) _o 
~ 9(v, 0) 9(v,0) ~= * 

为了把这些雅可比行列式展开，必须用表达式 (108. 6) 替换上式中 
的 z 和 y • 此外,因为熵 s 是给定的常数,如果我们把密度表成$ 


和 W 的函数，并用切 


2 


代入， 


则密度可写成仅仅是〃的函 


数，即 />= p ( v ). 因此，经过简单计算以后，便得方程 

誓⑵ ++■+ 今。. 

根据 (80. 5) 式: 


d(pv} 

dv 




于是最后求得函数 0 幼, 0 ) 的恰普雷金 方程: 


2^0 v 2 9 2 0 , 20 

~de 2 i-lJy^'dv r ^ v ^ 


(108. 8) 


这里声速是个已知函数 c ( v ) 9 它由气体的状态方程和伯努利方程 
共同确定. 

方程 (108. 8) 加上关系式 (108. 6), 是与运动方程等价的.于 
是，求解非线性运动方程的问题就化成求解函数 0(”, 幻的线性方 
程的问题.当然,这个方程的边界条件是非线性的.这些条件 如下: 

在物面上,气体的速度必须是切向的.我们用参数形式 

X=X((9),7=7(0) 

表示物面方程(如§ 107中那样)，并用叉， F 替换 （108. 6) 中的怎 
和 y ,就得到两个方程,它们必为所有的0值所满足；这并 非对知 
个函数0 0,0) 都是可能的 . 事实上，边界条件 要求： 对于所有的 
t 这两个方程是共容的，即其中的一个方程一定能由另一个推导 
出来. 

不过,满足这个边界条件,并不能保证所得到的恰普雷金方程 


■ 


2}4 • 


的解，可以确定物理平面上处处都有实际可能的流动.还必须满 

為 

S 以下条件，即雅可比行列式必须处处都不为零，除了 

它所有的四个导数都为零的平凡情形以外.不难 看出： 如果这个 
条件得不到满足，则当通过呼平面中由方程 A = 0 确定的线(称为 
极限线) 时， 这个解变成复数①. 因为 ，设线上 A = 0, 并 

麟(譯)卢0,贝憤 

— A/^— ^ 二 apr’y) 9(v, 6) ^9(x, y) ^ f9x\ =Q 
\dyh~^{v 9 9) 9(v, y) ~9(v, y) — \dv/ y 

由此可知，在 C 限线邻近，由方程 

可将《表示成 * 的函数(对给定的30,在极限线的一边或另一边,' 
”变成复数② • 

不难看出，极限线只能在起声速流动区域中出现.利用关系 
式 (108. 6 )和方程 （108. 8) 直接计算，得出 

A _ l 「 p 2 0 1 ^\ 2 , ” 2 ao8 9 ) 

V [\ dOdv V 96 ) +1 — 八办 2 j 」• （ • ) 

眾然，当时, A >0; 因此，只有当 ”> c 时， A 才可能变成零. 

在恰普雷金方程的解中出现极限线这一事实表明，在所给的 
条 Ph 下，整个区域内均为连续流动是不可能的，而是必然出现激 
波.但应强调指出，这些激波的位置是与极限线的位置不同的. 

n ) 通过 a 力无穷大的点，这并无妨碍.若在某条线上 |= o , 则这仅仅惫味着 

X 1 J 乎而和 M 平面不再是一一对应的关系，即在平面上移动一次时，就会通过即 
平而的某些部分两次或三次， 

②即使 (13) 随 A —起变为零，但当 vm •时，仍然变号，即楚值 m 
与 〃。的 更高偶次幂成正比，则这个结果显然还是正确的. 
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在 §107 中，我们讨论了定常二维超声速流动的特殊倩形（简 
单波)，其特征是流动速度的大小只是它的方向的函数 ： v = v (0). 

这个解不能由恰普雷金方程得到，因为0,于是，当用向速度平 

面变换时的雅可比行列式 △ 乘连续方程时，这个解就被“丢失” 
了.这个情况与不定常一维流动理论中所得到的情况完佥相似. 
在§98中，关于简单波与方程 （98. 2) 的通积分之间关系所作的说 
明，对定常简单波与恰普雷金方程的通积分之间的关系也是完全 
适用的. 

在亚声速流动中,雅可比行列式 A 是正值,这使我们能够证明 
一 个有趣的定理，这个定理是 A . A . 尼科里斯基和 r . 塔甘诺夫 
于1946年给出的.我们有恒等式 

1 ” 3(Q ， v) — 3(0,v) d(x,v) 
~K~d(x 9 y')'^d(x,v) d(x,y) 9 

i = (^)„(i)/ ( 108 . 1 。) 

在亚声速流动中， A >0, 因而我们知道导数和同号•这 

个结论有一个简单的几何意义:如果沿曲线 V 二常数三”0移动，使 
区域在其右边，则角0单调递增，即速度矢量总是沿反时针 
方向转动.特别是，这个结果适用于亚声速流和超声速流之间的 
过渡线，，在这个线上， V=c = c *. 

最后,写出用 V 表示 C 的显函数式，我们可以给出理想气体的 

恰普雷金 方程： 


9 2 0 

~W 



y— 1 v 2 

y c% 9 2 少丄 

二 _— 卞 




(108,11) 
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这个方程有一族可用起几何函数表示的特解 $ 


§109. 定常二维流动中的特征线 

在§ 79中，已经讨论过定常(超声速）二维流动中特征线的某 
些一般性质.现在，我们来推导用运动方程的给定解表示的特征 
线的方程. 

在定常二维起声速流动中，一般有三族特征线.除了熵和涡 
量的小扰动以外,所有的小扰动都是沿着其中的两族(称为特征线 
CU 和 cl ) 传播的;熵和涡量的优动是沿第三族特征线 （ G ) 传播 
的,这第三族特征线与流线重合.对 T 给定的流动而言,流线是已 
知的，因而问题就是要确定属于前面两族的特征线. 

通过平面中每一点的特征线和的方向，落在通过该点 
流线的两侧,它们与流线的夹角等于当地马赫角 a 的值 （ §79,图 
• 41). 我们用 m 。 表示在一给定点上流线的斜率，而用 w + , m - 分 

别表示特征线的斜率.于是有 


m ^ — mQ — ^ 

g ， 1+汛 0 饥_ = g ， 

由此得 

l^Fwzotga 

所有上面的符号都是对应干的，而下面的符号则是对应于 


的•用 mG = t ， tga= 

斜率的下列表 达式： 







IKV 


士 C\/ v 2 


c 


2 


c 


( 109 . 1 ) 


①例如，参看 JL I _ Sedov ， Two-dimensional Problems of Hydrodynamics 
and Aerodynamics, Moscow, 1950( 俄文 原本： JL II . ILlccnue 3 adunu 

rudpoduuaMnhu n A3i)odunaMumfYoG^\mA^9 1959). 



若速度分布已知，则这个方程就是确定特征线和^■的微分方 
程① • 

除了巧平面上的特征线以外，还可研究速度平面上的特征 
线，这在研究等熵势流时是特别有用的；我们在下面就要讨论这 
种情形.从数学上讲，当 tOc 时,恰普雷金方程 (108. 8) 是双曲型 
的，而速度平面上的这些特征线就是该方程的特征线.按照数学 
物理中常用的一般方法(参看§ 96), 由这些系数即可得出特征线 
的 方程： 

dv z -\ — ^—^ d 6 2 =^0, 

或 

⑽. 2) 

由这个方程给出的特征线，并不依赖于所研究的恰普雷金方程的 
具体解，因为该方程的系数与0无关.速度平面中的特征线是物 
理平面上特征线和变换的结果，所以,我们分别称它们为特 
征线/\和厂以使它们与 (109. 2) 中的符号一致. 

方程 (109. 2) 的积分给出形式 J + ( v ,0) 二常数和 0) - 
常数的关系式.函数人和人是沿特征线 C 和匕保持不变的量 
(即黎曼不变量).对于理想气体，方程 U 09. 2) 可以积分成显式. 
但是,用不着再作具体计算,因为由公式(〗07. 3) 和 （107. 4) 就可看 
出这个结果.事实上，根据简单波的一般性质(参看§ 97), 简单波 
中七对0的依赖关系可由黎曼不变量之一在全空间为常数这一条 
件给出.公式(107_ 3) 和 (107. 4) 中的任意常数是 0*; 从这些公式 

①若方程 (109.1) 中的和夕 用〜和 r 替换，則该方程还可确定定常轴对称 
流动的持征线,这里， r 是柱坐标(到对称轴，即 a ; 轴的距 离)； 如果我们设想用通过对 
称轴的 w 平面代替 M 平面，显然，以上的推导没有什么交 ft - 

• 2 ^ t 



中消去参数便得 




arc sin ^ y - y(v + 1)(1 -含) 



y + 1 

Y 

速度平面中的特征线是一族外摆 
线，它占据半径为本和 v = 


3 f arcsin V+ (广 1} (■-0 


(1 ⑽ • 3) 


•V 



y +1 


1 


C * 的两个圆之间的区域 


V ' 

(图 (100). 

对于等熵势流，特征线厂 + ， 
.有以下的重要 性质: 特征线族 
， r — 分别与特征线族 c _， c + 
正交（假设图中的坐标轴3；和汉 
与坐标轴 V xy v 9 是互相平行的 )®. 



为证明这点,我们从二维势流方程 （106. 3) 出发，该方程的形 


式为 


Att+2 bS~. + C 


-» _■ 


0, 


dx 2 1 ^ ^ dxdy 1 ^dy 2 

该式没有自由项.特征 线匕的斜率％ 是二次方程 

Jm 2 — 2 Bm + C 7 = 0 


(109. 4) 


的两个根.我们来考虑表达式办 S 也 T + 办其中速度微分是 
沿特征线厂 + 取的，而坐标微分则是沿取的.我们有如下值 
等式： 

dv T ^dx^ + do/dy_ 

=^dxH (dx+ dy-+dx-dy + ) +^^dy + dy' 


( p 这对; rr 平面中轴对称流动的特征线是不适用的. 
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将上式除以& + efar ， 我们分别得到^和尚系数为 

2B CJ 

按照 (109. 4), 显然,以上表达式为零.这样,便得 

dv v + dx^ +dv 9 ^dy^ =dv^ — 0 # 

用类似方法又得 

dv^^dr^ =0. 

这些方程与 前面所 述的结论是等价的. 

% 

sno - 欧拉-特里科米方程.跨声速流动 

研究由亚声速流动过渡到起声速流动及其相反过程所引起的 
流动特点，具有基本的意义：出现这种过渡的定常流动称为混合 
流动或跨声速流动,而发生过渡的界面称为过渡面或声速面. 

在研究过渡区附近的流动时，恰普雷金方程是特别有用的，因 
为该方程在这里大为简化.在发生过渡的边界上,〜，而在 
边界附近(跨声速区)，差值 P — C 和 V - C * 很小，它们之间的关系 
以式 (106. 8) 表明： 

现在对恰普雷金方程进行相应的简化.方程 (108. 8) 中的第三项 
与第二项相比是个小量，第二项的分母中含有.第二项可近 

似地写为 

最后,用新的变 * »7代替 速度％ 
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⑽) , 


( 110 . 1 ) 


即得如下形式的待求 方程： 

d 2 0 d 2 0 


( 110 . 2 ) 


在数学物理中，这种形式的方程称为欧拉-特里科米方程①•在 ▽> 
0的半平面中，它是双曲型的;而在7?<0的半平面中是椭圆型的. 
这里,我们要讨论这个方程的某些数学性质,这些性质在有关的各 


种物理问题中是重要的. 

方程 (110. 2) 的特征线由方 
程7?初 2 —必 2 =0给出，这个方程 


的通积分为 


汐士 


T 1 




C ， 


(110. 3) 


式中， C 为任意常数.这个方程代 
表^平面上的两族曲线,它们是 
右半平面中半三次抛物线的两个 
分支，其尖点在0轴上（图 101). 

在研究空间中一个小范围内②的流动时，若这小范围内气体 
速度的方向只有微小的变化，则我们总可以取 Z 轴沿这样的方向， 
使在所讨论的整个区域内，从$轴量起的 0 角都是 小量. 这时，用 
函数必 (77,0) 确定坐标 a ：, y 的方程 （108. 6 )也大为简化③，即 



①把这个何題用于这里所研究的问题的是少.扎弗兰克尔(1似 5 ).方程 (110* 
2) 的数学理论是 F •恃里科米在<混合型线性方程>一书中给 出的. 参看 F . Tricomi , 
Sull^ equazioni liucati ollc devivGte ^parziali di 2 ordine di tipo misiop 
morie della Reale Accadtmia. Nazionale dei Lincei, Classe di scienze fisi- 


cAe ， Ser. 5,14,133,1921 ^ 

② 当然，这个短语不能从字面上理解，所讨论的区域可以是无穷远点的附近区 

威，即离物体很远的区域. 

③ 我们在等式右边省略了因子1/~,这只是意味着用 c ♦少代替少，而对方程 
( U(h 2) 没有影响，所以，这种省略总是允许的. 
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仏 ㈣) ,/8 f ， 


90 


为了避免出现因子 （2a*) 1/3 , 我们用 a;(2co4 代替坐标 r, 并仍把 
ar(2ou)i 叫做 A 则有 



d<P 


y 


d<P 


dQ ， 


(110. 4) 


值得注意的是,因为 y 与0的关系这么简单，所以函数奴仏幻 
(而不是以7?,0))也满足欧 拉-特 里科米方程.利用这一事实，我们 
可以把从物理平面转换到速度平面的雅可比行列式写为 

△ = 綠§ =0 '. -0 真 = (1|) 2 -^i) 2 - (110 * 5) 

以前指出过，欧拉-特里科米方程通常用来研究钟平面上原 
点附近范围内解的性质.在有实际意义的情况下，原点就是解的 
奇点.由于这个原因，所以具有某种齐次性的欧拉-特里科米方程 
的特殊积分族就特别受到重视.这些解，对变量0 2 和妒而言是齐 
次的；这样齣解一定存在，因为 6 2 ^ae\ 7? 3 —叫 3 这两个变换使方 

程 (110.2) 保持不变.我们将寻求以下形式 的解： 

_ 

少=炉*/(1), 一 誤， 


这 里&是 常数，也就是在所作变换下齐次函 数少的 次数.我们曾 
这样取变最 L 使得它在通过点^3=彡= 0的特征线上等于零.进行 
上述代换，便得函数 /( 幻的方程： 

!(1 一 ！)/〃+ |—2及一 2*) — —= 


这是一个超几何方程.利用超几何方程两个独立积分的熟知表达 
式,我们得到所要求的解为非整数的情形> 

0 k ^=O Zk AF 一 2 左 + |;1— 兹 j) 
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+ K 1 - 誤)叫 

1_ 謀 )} (110 . 6) 

利用自变量为〜|，1一6 1 ^—和^-的超几何函数之间的关系, 

Z 1—Z 1——2 

也可以 把这个 解写成其它五种形式，在各种不同的问题中,这几神 
形式都会用到.下面给出其中的 两种： 

0 k ^6^AF(^Jc f 

+^ F (-^+h - &+ i ; T^w)} (110 . 7> 

0, AF{-h, -i+f ； Y ； W) 

+ B ^n F (- k+ Y' _i+ T ; T ; !f r ) / ( 110 - 8 ) 

当然，公式 ( lio .』)一(110. 8) 中的常数 2 和 S 都是各不相同的.由 
这些表达式可以立即得出函数^ t 的下列重要性质：线々=0和 
沒=0不是奇异线[由 (110. 7) 看出，在刀= 0邻近, A 可按7的整 
数次幂展开，再由 （110. 8), 它同样可按0展开 ], 关于这一点，由 
(110. 6) 是不能明显看出的.另一方面，由表达式 (110. 6) 可知，特 
征线是欧拉-特里科米方程的一般(即包含2和万两个常数）齐次 
积分的奇 异线： 若 2 ifc + j 不是整数，则因子(如 2 —句 3 ) 

有支点，而若汾+ |是整数，则 (110. 6) 的一项就没有意义①（或 

者，若 2 A ++=0, 它退化成另一项),而必须由超几何方程的第二 

个独立解所代替;在这种情况下，这第二个独立解有对数奇性. 
在含有不同&值的各个积 分少* 之间保持有下列关系： 


①我们记得，当— 1，一 2 ,…时，级数没有意义, 




24^ f 


I 



= 2kJh i, ( 110 . 9 ) 



( 110 . 10 ) 


笵一个式子直接来自 （ lio . 6), 而第二个式子则是由于 i 满足欧 

拉-特里科米方程，并且它的齐次次数是少卜 I 的齐次次数.当然, 

在这些公式中，都是指带有两个任意常数的一般表达式. 

在研究点 V =^ = 0 邻近的解时，我们必须了解沿着围绕该点 
周线上解的变化，例如，令函数 （110.6) 中的代表特征线 

0=|^ 3/2 邻近点4处的解(图102)，并假设我们需要求出特征线 
沒=—1# 2 邻近（点 B 处)解的形式. 

从4到 B 的路径穿过横坐标轴，且0=0是表达式 (110. 6) 中超几 
何函数这样的奇异线，使得它们的自变量在该线 a 上为无穷大.因 
此，为了要从2移到 B , 必须把超几何函数变换为自变量倒，数 
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^^的 函数，这样,彡=0就不是奇异线了，然后改变0的符号, 


最后通过反变换冋到原来的自变量.用这种方法，我们求得 
(110. 6 )中各个函数的下列变换公式 •• 


F l 




2sin ( 2k + 


+尸2 


— 4 &〜 


t ) 71 

1 r (- 2 卜 D 厂 (― 2 终音) 

r(-2k)r(-2k+^ 




f 2 


F z 


2sin I 2k 


+ F r 2 4k ^ 


十 IV 

、汉 + |)中 + |) 

厂 （2 A + 1) 尸 (2 A ; 十 


/ 


( 110 . 11 ) 


这里 A 和 A 表示： 

^1= I 沒1 2 *斤(一*’ 一灸+如― 2 朴音; 1 一 } 

4 „ 3 2 , + 1 (110.12) 

卜-糾 ; 

，_ F ( fc + 1’&+夺;2&+|;1-幕)， I 

在超几何函数的系数中，上式的0和1 一 取绝对值. 

用类似的方法，我 n 可以求得绕II点按相反方向路经从 a 到 
丑'（图 102) 的变换公式.这时计算更为复杂，因为必须通过超几 
何函数的三个奇点 0==G 的一点, T； 二0的两点;我们知道，自变量 
为 z 的超几何函数的奇点为2=1和2 = 最后的公式为 


# 
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# 



Ft 


— ) —— ^(— F l + F ^2 
sinf Jt 


2 


• cos (2^4 - 


i 厂(一 2 卜厂(一 2 p 

r (— 2 幻厂 (一 2A+D 


sin( 4k 


Ft 


i) 


i 

S(110.I3) 


F 2 + F r 2 


4*+ 


sin ( 2^4 


6 




cos i 2k 


++) jr 


厂 ( 加 +D 


r (2 k^r 



r (2k + 1) 2Tc 



I 


当然，除了这族齐次解以外，欧拉-待里科米方程还有其它的 
特解族.这里，我们要提一下，按 P 的傅里叶展开式而得到的一 

族解.如果我们寻求下列形式的少,即 

^r=ff,(v)^ ±iV \ (110. 14) 

式中， V 是任意常数，则我们得函数 L 的 方程： M 十 
这是亚里函数方程;其通积分为 


gXv ) ~^ Tr ) 冗|(~|*^ 3/2 )， (110.15) 

式中, q 为+阶贝塞尔函数的任意线性组合. 

最后，记住欧拉-特里科米方程的通积分也可写为 

0= /(£) 釭 ， S = ^ — 3^ + 39, (110.16) 

式中， /«) 是个任意函数，而积分路线可取复平面 z 中任意曲线 
‘在 R 的两端，导数 /'(D 的值相等.事实上，把 (110.16) 直接 
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代入欧拉■■特里科米方程 ，得 


導-备 9 f c /， -賴⑽ 


即方程得到满足. 


~3 ^0, 

. c f 4 


§111. 在声速面非奇点附近，欧拉 -特里 科米方程的解 


现在，我们来进一步弄清，什么样的解少 * 对应于过渡线附近 
气流没有物理奇点(弱间断线或激波)的情形.为此，比较方便的办 
法，是不从欧拉-特里科米方程本身出发，而从物理平面上的势函 
数方程出发.§ 106中已经导出这个方程；对于二维流动，利用代 
换 <2%) 1/3 ,方程 （106. 10) 变为 

d<f> d 2 <f>__d 2 (j> 

我们记得，这个方程中的势函数多是这样定义的， 

方程 

dx ” dy 


( 111 . 1 ) 

即速度要根据 

(11L 2) 


由少对坐标的导数给出.我们还可指出，通过勒让德变换 


少=一必+叫+抑，或 




-叫娑+嗜 


(111.3) 


将自变量变为则欧拉-特里科米方程即可由方程 （111. 1) 直 
接导出. 

我们來研究某过渡线邻近的流动，可将过渡线上的一点取为 
W 平而上的原点，并将》按$和夕的幂次 展开. 在一般的情况下, 
满足方程 （ m . 1) 的展开式的第一项为 
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知幾 


( 111 - 4 ) 


这里，0 =-, 7 ) =!，所以 

a a 

0 二 (111. 5) 

显然，由这个函数的齐次次数，可知它对应于函数少1中的 一个; 这 

6 


是表达式 nio . 7) 的第二项，其中的起几何函数简化为 1 : 

*(- +，。 ; 告; w)^ 6 ' 


如果我们希望得到物理平面上过渡曲线的方程，则仅有表达 
式的第一项是不够的.下一项的次数为1，就是说，它对应于函数 
中的一个,即表达式 (iia 7) 中的第一项, 当& = i 时,它化为多 
项式： 


抒(_ 1 ,— . 

于是，中展开式的前两项为 


b 幕 )^ 2 —如 3 . 


0 ~ ar } 6 十 5( 沒 2 + 去” 3 ) 


由此, 


rr = 00 I f)7j 2 ,1 

y=^ar) + 2b0.) 


( 111 . 6 ) 


( 111 - 7 ) 


过渡曲线 ( t ? = 0) 就是直线 y ^ 2 ± x . 

a 

为了求得物理平商上的特征线方程，我们只需展幵式的第一 


项.将代入速度平面的特征线方程 e =-±^ rf /2 9 

我们得^ = 士^7^ /2 ,即也是两支半三次拋物线，其尖点在过渡 

曲线上.从下面的简单论证，也可明显地看出特征线的这个性质. 
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在过渡曲线的各点 上 5 马 M 角是 • 这表示两族特征线的切线 


相重合，所以有个尖点（图 103). 流线 
流线在与特征线垂 S 的情况下与 
过渡曲线相交，在这里根本没有 
奇点. 

有个特殊情形，即在流线与 
过渡曲线正交的点上，解 (111. 6) 

是不适用的①.在这样的点邻近， 

显然流动是对称于$轴的.这种 
情况需要进行专门研究， <!>• 

弗兰克尔和 C . B 法里科维奇 m 103 

( 1945 ) 已经研究过这个问题. 

流动的对称性是指:如果改变 y 的符号，则 速度％ 变号，而％ 
保持不变.这就是说,势函数6必定是汉的偶函数，而势函数少是 
0的偶函数.因此，在这种情况下，6展开式的前几项有以下 形式： 

4 

伞 = \ ax% ( in * 8) 

小量$和 y 的相对量级预先是未知的，所以这三项有％能都是同 
-量级的.由此，我们得到下列从物理平面到速度平面的变换 
公式： 




ij^ax+^a 2 y 2 , 
Q—a 2 xy +~^~a 3 y 3 . 



(111. 9) 


这两个方程中的^和 y 不需解出显式，我们就能够容易地看出，函 


①这对应于（11〖，6)中 a -0 的惜形；因为在曲线 7卜0 上锥 "I 比行列式 A 变为 
零，所以这个解就不适用了. 


， Z49 • 


数?7)的齐次次数是 +. 于是对应的函数少有&二 
也就是说，这是通积分尕 2 的 一 个特殊情形. 

* 3 * 

从方程 (111. 9) 中消去 h 我们得到函数 y (0,7?) 的三次 方程： 

(ay) 3 — 3rjay + 30=0. (111. 10) 

96 2 -4^>0 时,即在速度图上通过点的特征线左边的整 
个区域内（包括?3<0的整个亚声速区域，图 104) ，这个方程只有一 
个实根，它必须是函数在特征线右边的区域内，三个根 
都是实根,我们必须取这样一个根,即此根必须是左边区域实根的 
延拓 • 

将表达式 (111. 9) 代入方程句 3 = 9(9 2 , 即得物理平面上的特征 
线(它通过原点).由此得出两支拋物线 .• 

特征线 23 和 56 :疋 32 — ) 

V (111- ID 

特征线 34 和 45: ) 

上面的数字表示所指的特征线在物理平面上划分的是哪两个区 
域. 过渡曲线（在速度平面中是 n = o ) 在物理平面上是抛物线 

(餘 104). 我们可以指出过渡曲线与对称轴的交点的性 

质如下 :从这 点发出四支特征线，而在过渡曲线的其它任何2上， 
只发出两支特征线. 

图104中用相应的数字标出了对应于物理平面上各个区域的 
速度平面区域.这不是——对应的关系①；在物理平面上绕原点 
移动一周以后，速度平面上两条特征线之间的区域就被通过三次， 


①这与以下亊实是一致的，即在物理乎面上的特征线上, A = oo ; 参孓 

4 

§ JL 0 S 的笫一个脚注， 
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如图 104 的虚线所示，该虚线从特征线上“反射”了两次. 

因为函数本身是满足欧拉-特里科米方程的，所以，由 

通积分少 i 一定可以求得函数 y . 在物理平面上特征线23邻近，这 

6 

个函数是 

卜吾 ( l )" v (_ l ， 如 謀 )'• (111 . 12) 

这就是 (110. 6) 的第一项，在特征线23上没有奇点.将此函数解 
析延拓到特征线56的邻域（所取路径通过亚声速区1，即利用公 
式 (110.13)), 在那里，我们得到同样的函数.但是，在特征线 S 4 
和45邻近 , y (0,7?) 由该函数与下列函数 

音; 1 -韵 （111 . 13) 

的线性组合给出，这后一函数就是 aio . 6) 的第 二项. 这些线性组 
合可利用公式 （ no . 11 ) 进行解析延拓而得到;这里应记住，每从速 
度平面的特征线上“反射” 一次， （ in . I 3 )中的平方根就要改变 

①原文中，函数扩前面的系数是疑有 笔误. ——中译者注 
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符号 • 

从数学上讲,这些结果表明，函数是三次方程 

8 

f 一均/ + 30 = 0 (111. 14) 

的诸根的线性组合,就是说,它们是代数函数①.除少 i 以外,对应 

6 

于 

^ = n — 0 , 1 , 2 , (111.15) 

的所有 A 都化为代数函数； 它们是 按公式 (110. 9) 和 (110. 10) 从 

0 JL 通过逐次微分求得的•弗 兰克尔 (1947) 指出了这一事实. 
6 

对应于 

ib = 士 jW ， 无 -士 (111. 16) 


的函数 A 也化成代数函数，这些少*中的超几何函数化为多项 


式②，例如,当及时,得表达式 (110. 6) 的第一项;而 k 一 

\ 




时，得该式第二项. 

特别是，这三族代数函数 0 a 包括了所有可能对应于物理平 
面上无奇点流动的势函数在这样的流动中，在过渡曲线上非 
对称点邻近，0的展开式中所有的项(其中前两项由公式 (111. 6) 
给出）必定对应于 - . 

左 =~^+~^-/1, 或 蚤 =1H--g-w. 

但是,在对称点邻近，开始一项是&的0的展开式也可能包括 


① 按卡丹公式由 （111. L 4) 求出的迮些数的显式，在实际上不便于使用. 

② 应当记住，如果 a (或 0) 满足关系式 n ， 求 y _ a = 则 
2 ) 化为多项式. 
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的函数. 

§ 112. 声速绕流 

忆普雷金方程的简化形式(即欧拉-特里科米方程）在研究绕 

物体定常流动的气体动力学中具有重要意义，因为，必须用它来研 

究这种流动的基本的定性特征.在这些问题中，首先是有关激波 

■ 

形成的问题.例如，若激波是在亚声速流动中（在邻接物面的局部 
超声速区①)形成的，则它一定在离物体有限的距离处终止，因而 

j 

产生了激波终止点性质的问题(参看§ 113). 另一个类似的问题， 
是刚形成的激波在它与物面交点附近的性质问题.在这两种情况 
下，都是弱激波，就是说，它是在跨声速区，因而必须用欧拉-特里 
科米方程进行 研究軋 

这里,我们要讨论另一个重要的理论问题，即来流的速度正好 
/ 等于声速时，绕物体的定常二维流动的性质问题.特别是，我们将 
' 知道,这时激波一定是从物面延伸到无穷远处.由此，我们可以得 
出重要结 论:激 波开始出现时，马赫数肯定是小于1的 .. 

I 为此，我们考虑绕任意截面(不必对称）的无限展长物体（“机 

- 翼”）的二维流动.这里，我们感兴趣的是在离物体的距离远大于 
物体尺度处的流动图象.为方便起见，我们先阐述定性结果，然后 
讲定量计算. 

在图105中,乂5和 IF 是过渡曲线,所以，亚声速区位于它 
们的左边（上游)；箭头表示来流的方向，我们就取这个方向为 r 
轴，取靠近物体的任意一点为原点.在离过渡曲线一定距离的地 

① 当任何一点局部马赫数 M 的值超过1时， M^<1 的最小来流马赫数有时称 
为临界马赫数. 

② 应当记住,在弱激波中，熵和涡的变化; S : 都是高骱彳、量，所以，在一级近似 
情况下，我们可以假设在间断面两边均为等熵 势流. 




籌 


253 


售 



方，有从物面发出的激波（图 105 中的 EF 和起^). 可以看出，从 
物面上发出的特征线(介于过渡曲线和激波之间的区域内）可分成 
两组.第一组特征线与过渡曲线相遇，并在这里终止(就是说，从 
过渡曲线上“反射”回来，作为特征线而到达物面；图 105 中画出了 
一条这样的特征线).第二组特征线在激波上终止.这两组特征 
线由极限特征线隔开，那两条极限特征线伸展到无穷远处时，既不 
与过渡曲线相交，也不与激波相交(如图 105 中的和 C'Z)') •因 
为由物面发出的(比如，由物面形状变化所引起的)扰动将沿第一 
组特征线传播到达亚声速区的边界，显然，位于过渡曲线与极限特 
征线之间的超声速区部分会影响亚声速区，但极限特征线右边的 
流动绝不会影响左边的流动，即右边的流动受到（比如 C 或 f 右 
边剖面变化引起的）扰动时，对左边的流动不产生影响.我们知 
道，激波后面的流动不影响前面的流动.于是，整个流动可以划分 
成三部分 她， DCCTD ， 与 FEE ， F ， 之间,右边)， 

这样，第二部分的流动不影响第一部分的流动，而第三部分的流动 
则不影响第二部分的流动. 

B 0 



图105 图106 


现在，我们要对刚才所阐述的流动图象给予定量的计算(和验 

ffi). 
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速度平面上的原点 （0 二7?=0)对应午物理平面上无穷远处的 

区域，因而由这原点出发的速度平面特征线就对应于极限特征线 
C f D 和 d 图106中画出了原点的邻域，所用字母与图105中 
的相对应.激波在速度平面上对应的不是一条线，而是两条线(这 
两条线对应于间断面两边的气流)；这些曲线间的区域(图106中 
的阴影区）与物理平面上的任何部分都不对应. 

首先，我们必须弄清楚，对应于这种倩形的是通积分中的 

哪一个.若 7?) 的齐次次数是无，则函数无= 胃和卜 ^是 
齐次的，且齐次次数分别为（一 +和 & 一 | .一 般说来，当6和 n 
趋于零时，在物理平面上就达到无穷远处 O 和 V 趋于无穷大).很 
显然，为此应有^<+.但物理平面上的极限特征线不必完全落在 
无穷远处，即在曲线90 2 =初 3 上不必处处保持在那种 
情况下(当时)， ( HO - 6) 中方括号内的第二项必为零. 
千是函数少 09、 t ?) 必由 （110. 6) 的第一项 给出： 

0 = A6 2k F^k, 一左 ++;—2fc+|;l - 霖 ) • (112.1) 

函数 y {0 9 v ) (它也满足欧拉-特里科米方程)的形式与此式相同, 
只是用务一 | 代替上式中的 

但是，对于的任意值，若表达式 (112.1)( 比如)在上支特 

征线+|^ 3/2 )邻近是成立的，则在下支特征线 

邻近就不成立.所以，我们还必须要求：在速度平面上，绕原点从 

一条特征线通过半平面?;>0而移向另一条特征线（图102中的路 

线1以）时，函数少⑺,?7)应一直保持 （112.1) 的 形式. 这个路线 
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对应午物理平面上从一条极限特 ffi 线上的远距离点，洛着遒过並 
声速区的路线，到另一条极限特征线上的远距离点，所以，没有一 
点与流动发生间断的激波相交.在沿这样的路线移动时， (112 .D 
的超几何函数的变换是由 （110. 13) 的第一个公式给出的，因而必 
须要求这个公式中 h 的系数为零.满足这个条件的&值（对于 

而言)有 一 = 0, 1,2, •••). 在这些值中，我们只 
能取一个 ， SP 

( 112 . 2 ) 

3 

可以证明，凡 《> i 的所有 &值, 都会导 致:从 速度平面到物理平面 
的变换不是 一一 对应的(绕速度平面移动一圈，相当千绕物理平面 
移动不止一圈），因而物理上的流动是多值的,这当然是不可能的. 

另一方面•给出这样一 个解： 当 e 和7趋于零时,这个解表示‘ 

在物理平面上，并非沿每个方向都能到达无穷远处;显然，这样一 
个解从物理上讲也是不可能的. 

! 

当 无= 一+时 ，公式 （110. 13) 右边 R 的系数为1,这就是说， 
从 一条特征线移到另一条特征 线时， 函数0不变.这表明 少 是 
沒的偶函数 ，因 而坐标 是奇函数.从物理上讲，这表 明在这 

里所考虑的一级近似的条件下，在离物体较远的地方,流动图象是 
关于平面对称的，无论物体的形状如何，特別是不管有没有 
升力，都是 如此. 

这样,我们就确定了在点7? = 0 = 0处少 (7?, 0) 的奇异性质.由 
此，我们可以立即得出在离物体较远处的过渡曲线、极限特征线和 

/32 

激波的形状，每一条这样的曲线，都必定对应于比 率&的 某确定 
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值,又因为负有沪 2/3 /( D 的形式，所以由公式 （110. 4)， 我们 得方〜 

^' A/ \ y 〜 n 因而这些曲线由下列形式的方程 确定： 

常数 ><夕" 5 , (112. 3) 

其常数值各不相同.沿着这些曲线，0和7/按 

沒二常数 X 2 T 3 〆 5 , 77 =常数 xr " 5 (112. 4) 

的规律减小.这些结果是 C >. 弗兰克尔 （1947) 得到的. 

为确定起见，下面将写出其符号适用于上半平面 Q > W 的 
公式 • 


我们来说明怎样才能计算这些公式中的系数.值&=一|是 


使必 * 化为代数函数的那些&值中的一个（参看 §111). 在目前 
情况下，能确定出少的那个特解可写为 


0 


_ *■ ■ ■ ■ 

2 29' 


式中 A 是任意的正常数，而/是三次方程 


尸一3?7/ + 30 = 0 

的根，且当— 4?7 3 〉0时是实根.于是. 

一 - J!i-_ 

2 de 2(p — ❸ 

因而坐标为 



引用参数 


S :: F ^ 

可把这些公式写成有用的参数; J 式.于是 


( 112 . 5 ) 

( 112 . 6 ) 


(112.7) 





x _aj /s (2s —1) ) 

^ 5 ^~~2 W 5 ~~ ， / 

7jy 2/i ~^ /5 8 1/5 ($ — 1), > ( 112 . 8 ) 

0y 5/5 aV 5 s 4/5 (3-2s) A 

o ) 

这些公式用参数的形式给出了 /? 和 0 对坐标的函数关系. 緣 S 
取零和零以上的正值 O 二0对应于 Z 二一 CO , 即对应于无穷远来 

流).特别是，值-对应于1二0,它给出了垂直子 r 轴且靠近 

物体的平面内 yift 较大处的速度分布.值 5-1 对应于过渡曲线 
0=0)，容易看出，则对应于极限特征线.常数 A 的值依 

赖于物体的实际形状，并且只能由该问题适用于全空间的某个精 
确解确定. 

公式 （112.8) 只适用于激波前面的区域.由下面的论述可知 
一定会出现激波.由公式 （110.5) 进行简单计算后可给出雅可比 
行列式 A 的表达式为 

a \ (4/ 2 — T ]) 

(尸 一打 ” • 

容易看出,在特征线上或特征线左边的整个区域，即对应于物理平 
面上极限特征线的上游区域，有 A >0( 而不是等于零).但在特征 
线的右边， △ 为零，所以，在这个区域内一定出现激波. 

欧拉-特里科米方程的解必须满足激波上的边界条件如下.令 
心％和‘仍为间断面两边0和 W 的值.首先，它们必须对应于 
物理平面上同一条曲线，即 

1( 沒 1,”1)=尤(沒2，”2), = y (0 2 , r }2). (112. 9) 

其次，间断面切向速度分 M 连续的条件（即势函数0沿间断面的导 
数连续)等价于勢函数本身连续的 条件： 
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拳(沒 I ， A ) =( f >( fi 2 ， rj 2 、' (112. 10' 

勢函数4通过 （111. 3) 由函数0确定.最后，其它条件可由激波 
极线方程 (86. 6) 的极限形式得到，该方程表明间断面两侧速度分 
量之间的关系.如用乂一仏代替 (86. 6) 中的角 A 并引用^，〜代 
替 W , i > 2 ，便得下列 关系： 

2( 沒2—沒 1) 2 =0?2 一 ”1) 2 (”2+”1). (112. 11) 

« 

在目前的情况下,在激波后面(速度平面中与之间的 
区域 ，图106)， 欧拉-特里科米方程的解和 (112. 5), (112. 6) 形式 

相同,不过，当然要用一个不同的常系数(记作一 A ) 来代替〜•四 

个联立方程（112_ 9) —(112.11) 可确定比值'并建立量〜，义…， 

«1 

0 2 之间的关系.这些方程的解是非常复杂的;它给出以下结果.激 
波对应于公式 (112.8) 中参数 s 的值为 s = ^(5八了 + 8) =2.78. 

它给出激波的形状和间断面前方的速度分布.在激波后面(下游） 
的区域内，系数一是负的，且尸/(/ 2 — W 取负值.利用正的量 
$=尸/0?—尸)为参数，我们得到代替(1 〗 2. 8) 的公式为 

X ^2 /6 (2^+1) 

2 s 2/ ® ’ 

7^2/ 5 =a !/V /s O + l )， 

8y^=-l~al /5 s i/ \2s + 2) f 


(112. m 


式中， 

°2 一 9 n / 3 +1 _ 1 

iT—9VT-1 ， 

« 的取值从激波上的备(5々了一 8) = 0.11 到下游无穷远处 的零. 

D 

图107画出砂 2/5 和办 3/5 随 xy _ i / 5 变化的关系曲线，它们是 
由公式 (112, 8) 和 （112.12) 算出的（常数〜任意取为 1). 
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§113. 间断线与过渡曲线的相交 

作为利用欧拉-特里科米方程研究跨声速流动性质的又一个 
例子，我们来考虑弱间断线从过渡曲线上反射的问题 ( Jl . fl •朗道, 

E . M •栗弗席兹 ，1954). 

» 

假设入射到过渡线上(到达交点)的弱间断线是普通类型的, 

比如是由气流绕尖锐拐角形成的，即速度对空间坐标的一阶导数 

在铉间断线上是不连续的.它从过渡曲线上“反射”后，即为另一 

弱间断线，但该间断线的性质预先是不知道的，而必须通过研究交 

点附点的流动来确定.我们取这点为砂平面上的原点，并取怎轴 
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沿该点上气体速度的方向，所以这点也对应于速度平面上的 

4 

原点. 

我们知道，弱向断线与待征线是重合的.设速度平面上的特 
征线(图 108 a ) 对应于入射间断线.因为坐标 a :, y 在间断线上 
是连续的，所以，一阶导数 0^00 也一定是连 续的. 另一方面，少 
的二阶导数可用速度对空间坐标的一阶导数表示，所以，必须是间 
断的.用带方括号的量表示这些量的间断值，因此，在仏 
上有 

[少 J : C ^ J ^=0； [0^], [%”]; (113. 1) 

特征线 0(1 两侧区域1和 2 内的函数少本身，在特征线上必定没 

4 

有奇点.这样的解可由 （110. 6) 第二项令求得，这个解与两 

项之差1 的平方成正比（另一个独立的解在特征线上 

有一个奇点，见下文).这个函数的一阶导数在特征线上为零，而 
二阶导数是有限值.此外，少还可以包括那些在物理平面上使流 
动没有奇点的欧拉-特里科米方程的特解.0和77的齐次次数为最 
低的这种解是^?彡(参看 §111). 于是，在特征线 0(1 附近,此线的 
每一側，我们寻求的0形式为 

j 在区域 1 中， 0 —取 2 ^^(菩’1|; 3 ;4( (113 2) 

) 在区域 2 中，0 二一 初沒 — M ㉑ 丁^(^|，||;3;€)，| 

式中 ，卓艮 C 是常数(我们将证明它是正数）,而5 = 1 — 在特 

征线上 ,（ = 0. 

速度平面上第二条特征线（图 10 Sa 中 OZ 0 对应于从过渡曲线 
上反射回来的弱间断线.在这个待征线附近,函数少的形式可利 
用 (110. 11) — (110. 13)^ 離 （113, 2) 进行解析延拓而求得.但 



(o) 


图 108 


，入射间断线 


反射间斯线 


(b) 


是，当时， 函数 A 是没有意义的.所以不能直接用这些公 
式.为此，必须在这些公式中，首先令々=^+€,然后让€趋于 


零.根据超几何函数的一般理论，这样就出现对数项. 

用 (110. 13) 计算，可给出特征线邻近区域 3 中函数0的 
下列表达式(我们保留到 S 的二阶项 h 

0 = ^[ S 2 ln | C I -108+41.1^ + 4.86£ 2 ]； 

(113. 3) 

在确定反射间断线上速度分布的奇点性质时，实际上只有对数项 
是重要的(见下面）. 

从特征线的邻域到的邻域，在区域2中函数0的类 
似的变换(利用公式 (110. 11)), 只要将 S 换成，就可得出一个 

与 (113. 3) 类似的表达式.所以，在特征线上坐标$和 y 连续 
的条件可给出 

0 = 2 B . (113. 4 ) 

其次，我们必须证实，雅可比行列式 A (110. 5 )是正的，因为在 
任何地方它都一定不等于零.在特征线 Otf 邻近， A 可由函数 

•• 、 t 
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(113. 2) 算出，并且容易看出它是正的；△的首项是在特征线 
Ob 邻近,利用 (113. 3) 计算可给出 A 的首项为 

—16( 吾)孓 | 

当接近特征线时，该对数趋于一 oo . 所以 A >0 的条件可给出 
>0,即 j 和 B 必须同号. 

最后,为了确定过渡曲线的形状，需要求出纵轴 n = 0的上半 
轴和下半轴邻近0的表达式.适用于上半轴的表达式,只要把0 

(113. 2) 中的超几何函数变换成其自变量为1 一〖=§!•的超几何 

函数即得，当 D = 0 时，它等于零.计算一下这个变换中系数的数 

(«, 并且只保留9最低幂次的项，我们得 

11 

0=-Arj9- 18.65(9^. (113. 5) 

解析延拓到下半轴邻近区域，给出 „ 

— 如 0 —18.6n/TB(—0) 了？ （ 113.6) 

其计算方法，与推导变换公式 （ no . U ) 时所用的计算方法 
类似. 

现在，我们可以确定所有这些待求的曲线的形状 • 在特征线 

上，略去髙阶项，我们有 

ar = ^,= 一 A0，tf = 0 $ = —Aq. 

我们不妨假定上支特征线 W >0) 对应于到达交点的弱间断线，因 
为气体速度是沿$轴的正向,所以，如果这个间断线位于$< 0 的 
半平面，则它就是到达交点的间断线 • 由此可知常数 A —定是正 
数，因而常数 万也必 是正数 • 在物理平面上，这个间断线的力 

程为 

士士一 yY' (H3. 7) 

对应于下支特征线的“反射”间断线由方程. 





3 V] 


(一歹 )3/2 


(113.8) 


给出,就是说，这两个间断线是半三次拋物线的两支，其尖点在过 
渡曲线上(图 108 b ， 其中的曲线和区域的标号均与图 108 a 中的标 
号相对应). 

过渡曲线方程可由函数 （113. 5) 和 (113. 6) 求得.对7；和0微 
分，然后令7二0,由 （113. 5) 我们得到0>0部分的方程为0：== 

一肌—导 x 19.6 加欠由此得 

D 


y = — 36.0B| 


- 


(113.9) 


这是图1086中过渡曲线的下半部分.类似地，我们由 （113. 6) 得 
过渡曲线上半部分的方程为 




(113.10) 


因而，两条间断线和两支过渡曲线在交点0处有一条公共切线(多 
轴).在这一点附近，两支过渡曲线位于 3 T 轴的两边. 

在到达点0的间断线上,速度对空间坐标的导数是间断的;作 

为一个特征量，我们可以考虑导数的间断量.利用关系式 

® \ y) _p(,r] 9 y) y) ^ 

)y ~~d{x 9 y) ~~9(Vf 0)/ d(r) ， 0)_ A 

和公式 （113. 2), (113. 4), 我们得 

% 

'(l)J， l= 26 9 V^ = 26 - 9 (^p-M-. (113.11) 

于是，当接近交点时,这个间断量按 I 的规律增加. 

在反射的弱间断线上，速度的导数不是间断的，但速度分布有 
一 '个 很奇特的奇点•由 (113. 3) 计算坐$ = 公，和 y 二 中0 -% Vt ^ 
的函数关系(只保留方括号中的第一项)，我们可以把反射间断绣 





P 近 r ; 对 a ; 的依赖关系 ( y 给定时)写成参数形式 


砉 


(113.12) 


- nr « 


式中乂是参数，而: r = A (20 是物理平面上间断线的 方程. 

欧拉-特里科米方程也可研究激波能否终止在它与过渡曲线 
的交点上（图 109 a 中，激波到达的点0①）的问题.在这样的点 
邻近，激波是弱的，即流动是跨声速的.但是，欧拉-特里科米 
方程显然没有能描述这种流动且满足激波上一切必要条件的 
解.显然，也不存在对应于激波与过渡曲线的交点为两者的终 
点的解（图 109 b , 那时激波并不是真正到达点因为激波一侧 
的流动是亚声速的）.这意味着激波必须是或者伸展到无穷远，或 
者像图 109 c 中的曲线(如果它是在局部超声速区中形成的，参看 
§112开头)那样，对于它本身的两端而言都是“出发 的”. 过渡曲 
线可以终止在它与激波的交点上，但这里激波的强度不等于零. 

、、、 

亚声速区 

起声速区 


(b) 

-激波 

-过渡曲线 


超声速区 j 亚声航 

(0 / 


亚声速区 


超声速区 


/超声速 




图 109 


①激波的“起点”可以是超声速流动中任惫一点，研究它的性质没有什么待殊困 
难，参看§107末. 





第十三章绕有限物体的 流动' 

§114. 绕物体的起声速流动中激波的形成 

在绕任意物体的超声速流动中，由简单的论证即可表明，在物 
体的前面一定要形成激波.因为物体的存在而在超声速流动中所 
引起的扰动，只能向下游传播.所以，流向物体的均匀超声速来流 
在到达物体的前端之前将不会受到扰动.因而前端物面上气体速 
度的法向分量不等于零，这与必要的边界条件发生矛盾.这一难 
题的解决只能是出现激波，结果，使激波与物体前端之间的气流变 
成亚声速的， 

这样，在来流为超声速气流的情况下，物体的前面就形成激 
波，且这激波一般并不附体；我们通常称它为头激波.在激波前 
面，流动是均匀的；在激波后面，流动发生变化，顺着物体弯曲（图 
110 a ). 激波面伸展到无穷远处;而在离物体很远的地方，激波变 
弱，它与来流的夹角接近于马赫角. 



秦 
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图110 





只有在物体的前端尖锐的情形下，激波才能附体.这时，间断 
面有个顶点与物体的顶点重合(图 110 b ); 应记住，在非对称流动 
中，这曲面的一部分可能是弱间断面. 

但是，对于形状一定的物体而言，只有当速度超过某个界限 
时，这种流动图象才是可能的；在较低的速度下，即使物体是尖头 
的，激波也要从物体的前端“脱开”（参看§ 104, §105). 

我们来研究绕旋成体的超声速流动(来流沿平行于体轴的方 
向)，并确定物体圆钝的前端处的气体压力(图 UOa 中驻点 0) .根 

m 

据对称性，终止于点0的流线显然与激波是垂直相交的，所以，在 
点3处垂直子间断面的速度分量与合速度相同.来流中各个量的 
值照例用下标1表示，而点 Z 处的激波后面的值用下标2表示.由 
公式 (85. 7) 和 (85. 8) 立即可求出激波后的参数值 如下： 


Pz-Pl 


2y 




Ml 


y — 1 
v + l / 


v 2 —Ci 


2 + (y — 1 )M 


P2 — Pi 


2 {y — 


现在，借助于沿一条流线 诸参量 变化的公式，可以求得点0处的压 
力外(这里的气体速度 ^ = 0). 我们有（参看§ 80问题） 


To~P2 




经简单计算后，得 



(114.1) 


上式给出了超声速来流 ( M ;>1) 绕过物体前端处的压力. 

为便于比较，兹将在气体连续绝热减速而无激波的情况下求 
得的驻点压力公式(也适用于亚声速来流)写在下面： 
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凡(1 (114.2) 

当 H = 1 0心 由 这两个 公式算出的: Po 值相同； 但 当 Mpi 时，由 
公式 (114. 2 ) 算出的压力总是大于由公式 (114.1) 算出的真正压 
力 ，o ①. 

在速度很大的极限情况下，公式 (114.1) 给出 

m (甲严•当:， (114.3) 

V … 

即压力仇与来流速度的平方成正比.由此结果，可以#出结论： 
在速度与声速相比是个大量的情况下，作用在物体上的总阻力与 
速度的平方成正比.应注意，在速度与声速相比是个小量，但速度 
大小仍 使雷诺 数为大 量的情况下，阻力变化的规律和上述的相同 
(参看§ 45). 

关于绕任意物体的超声速 流动的 基本性质，至今尚未进行过 
全面研究.除了必定会形成激波这一事实之外,我们还可以断定， 
在离物体很远的地方，一定有相继的两个激波 OH . 朗道 ,1945). 
因为在远处，物体所引起的扰动很小，所以可把扰动看作是由 r 轴 
(此轴通过物体且平行于流动方向）出射的柱面声波;像通常一样， 
可选择一个使物体在其中静止的坐标系，来研究其中的流动，由此 


①这个论断是普遍正确的，而无须假设是浬想 气体. 因为，当有 激波时 ，点0 处 
气体响 墒& 大于及，而当没有激波时，私将等于但在这两种情況下,焓都是 

W^ = Wi 

这是因为当浓线与压缩间断面正交时，量比 不变. 由热力学公式 

dw—Tds^dpj p f 

可知导数 

(9p/9s)w— —pT<iO f 

即当 w 保持不变时，熵增加，压力就一定降低，齿而该论断成立 • 




2$8 


參 



我们将得到一个波，这里时间用 i 表示，传播速度用-一7表 

v x VMi — 1 

示(参看§1】5).所以，我们可直接利用§95中对柱面波在离声 
源很远地方所求得的结果.干是， 我 们得到了远离物体处激波的 
下述 图象: 在第一个激波中，压力出现跃升，所以，在它后面有一稠 
密区，接着是一个压力逐渐降低的区域, 并过 渡到稀疏区;其后，在 
第二个激波中，压力又出现跃升、前激波的强度随着离物体距离 
r 增加按的规律降低，而两个激波之间的距离则按 r 1/4 的规 
律 增加. 

现在来研究当马赫数逐渐增大时激波的产生和发展.当 
M , 为小于1的某个值时，首先在物面附近出现一个超声速区.在 
这个区域中，至少出现一个激波.但我们不知道,究竟是超声速 
区一形成就马上出现激波,还是当为大一些的值(仍然小于 1) 
时才出现激波.我们也不知道，当激波初形成时(因而很弱)，究竟 
它是从物面发出的，还是在某个距离以外开始形成的.当然，激波 
在超声速区域的边界上终止;关子激波在其终止点邻近的性质，至 
今尚未研究 （ § II 2 开头已经提到这一点). 

随着 Mi 的增加 ，超声速区域扩大，因而激波长度增大; 

二 1时 ，激波 到达无穷远.这就是§ 112中（对二维情形)已经证明 
过的当时所存在的激波;因而也就得出结论， 激浐 肯定是 
在 U ,<1 时开始出现的. 

当 M , 开始大千1时，就出现另一种激波——头激波，它与无 
限宽的整个迎面气流 相交. 当1^恰好等于1时，物体前面的流 
动完全是亚声速的 （§112). 所以， SMiSl 但任意接近于1时， 
来流的超卢速部 分可在 物体前 面 任意远的地方.因而头激波也是 
如此,随屬 Mi 的迎‘步增加，头激波逐渐靠近物体* 

f • 



§115. 绕尖削物体的超声速流动 

为使物体在超声速流动中是流线型的，也就是使它所受的阻 
力尽可能小，则其形状与亚声速流动中相应的形状是完全不同的. 
我们记得,在亚声速情况下,流线型物体是细长的,前钝后尖的.但 
是，在绕这样物体的超声速流动中，物体前面将形成强激波，这就 
导致阻力显著增加.所以，在超声速的情况下,细长流线型物体应 
是两头尖削的，且尖顶角要小；如果物体相对于气流方向是倾斜 
的，则其夹角（攻角）也必须很小. 

在绕这种形状物体的定常超声速流动中，各处的气体速度与 
来流速度相比，其大小和方向的差別都很小,即使在物体邻近处也 
是如此，且所形成的激波很弱;头激波的强度随物体尖顶角的减小 
而减小.在远离物体的地方，气体的流动是由出射的声波所组成 
的.阻力的主要部分可以认为是由于运动物体的动能转换成物体 

9 

发射的声波的能量.只有在超声速流动中才会出现的这种阻力称 
为波 阻①； 波阻可用对任意截面物体都适用的普遍公式算出 ( T . 
冯•卡门 ，1936). 

上述流动的性质使我们可以应用线化的势方程 (106.4): 

穿 ⑽ 1 ) 

/ 

为简便起见,这里我们引进了正的常数： 

( H 5.2) 
c\ 

x 轴沿流动方向，下标1表示对应于来流的量，而1/ 月 就是马赫角 
的正切. 

方程 (115. 1) 在形式上与二维波动方程相同，只是用 ar / h 表 

①波阻加 以由于摩擦以 及物体尾部气 流分离 而产生 的阻力 即得总阻力， 

• ?外， 



示时间，并用 vjp 表示波的传播速度而已.当然,这不是偶然的; 


其物理意义如前 所述: 在远离物体的地方，气体流动是由物体“发 


射”的出射声波所组成的.若将无穷远处气体看作是静止的，而物 
体是运动的，则在空间某个给定点看来，物体的横截面将随时间而 
变化，而在时刻£扰动播及的距离(即到达马赫锥的距离)将按 
v . tfp 而增加.于是问题化为可变截面的二维声发射（以速度％/ 


A 传播)问题. 

按这种“声学比拟”的办法，利用由声源发射的柱面声波的势 
函数表达式 (73.15) (在距离远大于声源尺度的地方)，并用替 
换该式中的则可以直接写出待求的气体速度势的表达式. 

令为在垂直于流动方向 （ $轴)的平面内物体的横截面 
积， /为 沿流动方向上物体的长度；并取物体的前端为原点. 


于是 


^ r) 




一 

2n Jo 


p 


S f ( I )di 




sj {x-tY-p 1 ^ 


(115. 3) 


下限取为零，这是因为当 $<0( 以及当时, S 0 r ) E 0. 

这样，我们就完全确定了离轴线的距离 r 远大于物体厚度的 
地方的气体流动①.当然，在超声速流动中，由物体发出的扰动只 
能播及锥面 x - fir ^ O 后面的区域,此锥面的顶点在物体前端；这 
个锥的前面，则是4二0(均匀 流). 在: r — 价= 0和 : r — 价这 


两个锥面之间，势函数由公式 3 )所确定；在锥面 ar — = Z 
(其顶点在物体后端)的后面， （ US . 3) 中积分上限显然是常数匕 
在所讨论的近似程度下，这两个锥面都是弱间断面，实际上，它们 


足弱激波. 

作用在物体上的阻力，就是每单位时间内由声波所带出的动 


①在绕轴对称物体的轴向流动情况下，对于直到物面为止的所有心公式( II 5 . 
3) 都是正确的，特别是，由这个式子我们可以导出绕细锥流动的公式（ 105 * 6 ). 
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釐的 a 分量.我们取一个半径 r 很大，且其轴沿 a 轴的圓柱面，则 
通过这个表面的动量通量密度的^分量为 

U xr ^ pv T ( v x - Vv x )^ p x ^ 

在整个圆柱面上取积分，其第一项等于零，这是因为的积分是 
通过这个表面总的质量通量，这个质量通量为零.所以 

F x = — 2^rr| Tl xr dx — — 2jzrpi | ~~ ^—dx^ (115. 4) 

在(波区内)距离较大的地方，势函数的导数可按§73那样计算(参 
看公式 (73. 17))，因而得 

dtj> 一 1 9cf> IT [ x ' fir S rr (£)dj 

dr p 2n v 2r. o y/x — i —— pr ' 

拇这个表达式代入 (115. 4)， 而将积分的平方写成重积分；为简便 

起见 ，令^ '一价=1，我们得 

F _ Pl v\r [ x [ x S f f { t ,) S f f (^) d^dhdX 

x An J -ooj o J o (^X. — ^i) {.X- — 在 2) 

对 X 的积分可以积出来;在改变积分顺序之后， 可从匕 和厶中较 

I 

大的一个到无穷大进行积分.我们先取一个大而有限的量上作为 
上限，然后让它趋于无穷大.则有 

P ^(10^(12) 1114^1,^2. 

/jt Jo Jo 

包含常数因子 ln 4 L 这一项的积分为零，因为在物体的顶端，不仅 
瓯积汉 (0 本身而且它的导数 V (幻均 为零. 所以有 

[ z r 1 s tf a,)s ff (| 2 ) in (12-10 (LiMu 

• 0 J 0 

或 

^ = (11§. 5) 

△沉 J OJ 0 



这就是我们所要求的细长尖削物体的波阻公式①.该积分的 
量级是 ( s / a 2 z 2 , 这里没是物体的某种平均横截面积.因而 

F x 〜 Pi” 2 i 务 . 

对于细长体，用长度 i 平方表示的阻力系数按常规可定义为 


C x 


F x 

P\v\l 


因而在现在的情况下 


S 2 


(115. 6) 


它 与横截面积的 平方成正比. * 

应当 指出， 公式 (115.5) 与薄翼诱导阻力公式 (47.4) 在形式上 

完全类似；这里用函数替换( 47 . 4 )中的函数厂(仏由于 
有这种类似,在计算 (115. 5 )中的积分时，我们可以利用§47末所 

阐述的方法. 

还应指出，若将流动方向倒转过来，则由公式 (115. 5) 算出的 
波阻不变，因为该积分与物体延伸的方向无关 • 波阻的这一性质， 
反映了线化理论的特征® 

最后，我们来 简要地讨论一下这个公式的应用范围.这个问 
题可按以下方法处理 • 在物体所“发射”的声波中，气体质点的振 
幅是物体厚度的量级,我们用3 表示. 相应地，振动的速度就是波 
的振幅3与周期的比值&(〖/%)的 量级. 但是，声波传播的 
线性近似(即线化的势函方程)总是要求气体速度与声速相比是个 

小量，就是说，我们必须有 


① 在目前所考虑的近似程度上，（对于非轴对称的或攻角不为零的物体 而言） 升 
力为零. 

② 在§117所讲的薄翼波阻的理论中，这也是正 确的. 
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Mj ( 115 . r . 

上面两式实际上是相同的.所以，当的值与物体的长细比相 
近时，上述理论就不适用了. 

在相反的极限情况下，即接近于 1 ，这时方程的线化不成 
立，上述理论当然也就不适用了. 

问 题 

# 设给定细长旋成体的体积为长度为试确定所受阻力为最小的旋成 

体的形状. 

解： 鉴于前文所述的类似关系（即 （47. 4 ) 和 （ 115 . 5 ),) 我们引进变量心 
使 

a:—— (1 一 cos 6 ) , 

2 

a : 的起点在物体前端) ，•并 把函数 / Or ) =义 Or ) 写为 

t 

oo 

卜一 „ sinn ^； 

n - 2 

当丨时，沒=0 的条件，意味着求和式子中只出现》>2的项.因而阻力 
系数为 

oo 

C x ~~\^ nAl . 

4 

71 = 2 

而由函数 /( T ) 计算出物体的面积沒 U ) 和总体积 F 为 

S = 1 f{x)dx f V = | S(x)dx. 

Jo Jo 

经简单计算后可得 

、 V 

即体积仪由系数禹确定.所以，若对于》> 3 ,有』 n = 0, 则得最小的.其 
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结果为 


r = J28/Fy _9^r^ max V 

r,min ;r W 3 J *" 2 V l 2 / 

物体的横栽面积为 

8 3 0 f 
O 

因而半径与^的函数关系为 

/? (尤) “ 8 ™— ( 37 T ) 2 [扣 - :) ] 3 ’、 

该物体是关于平面 x -^ l ! 2 对 称的夂 

§ 116 . 绕薄翼的亚声速流动 

我们来研究亚声速气体绕流线型薄翼的流动.像不可压缩流 
体一样，亚声速流动的流线型机翼必须是薄的，后缘尖锐而前缘圆 
钝，且攻角必须很小.我们取流动方向为$轴，翼展方向为2轴. 

因为空间各处的气体速度与来流 速度％ 的差别都木 大②, 
所以可用线化的势函数方程 (106. 4): 

( l - M ;) 誤+|^+|^ = 0. (116.1) 

在翼面(称为 C 面）上,速度必须是切向的,引进沿表面法向的 
单位矢量 n , 就可将这个条件写为 

( Vi 0 醬 〜 + ^ =0 . 

由于机翼扁平且攻角很小，法向 n 差不多与 V 轴平行,所以 I 接 
近于1，而〜和〜都很小.因而可以略去二阶 项〜^ •和〜^•，并 

用± 1替换〜(对上翼面为+ 1，下翼面为 一 1). 于是方程 ( H 6.1) 

① 虽然在物体两端丑(幻为零，但 iTOr) 却为无穷大，即物体不是尖削的；所以, 
严格说来，以上述方法为基哺的近似式在端点附近是不适用的. 

② 除机翼前缘驻线邻近的 m 小区域 以外， 
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的边界条件为 


h 〜土孕二山 （116.2) 

°y 

既然假设机翼很薄，4在翼面上就可取 ^->0 时的极限值. 

方程 (116.1) 在条件 （116. 2) 下的解不难化为不可压缩流动 


问题的解.为此,我们用下列变量来代替坐标《：， y f z ： 

x f —x 9 y f =^y^/ 1 — M \ , z f = 2 ^/1 — MJ. 

用这组变量，方程 (116.1) 变为 


(116.3) 



(116. 4) 


即拉普拉斯方程.而物面则用另一个曲面 C 来代替， C 是这样 
得到的：令平行于吵平面的截面周线不变，但沿展向 G 向）的所 
有尺度均按 vT 11 ^ 的比率缩小. 


于是边界条件 ( H 6. 2) 变为 




^- a /1 ~- M ?=0, 


引进新的势函数 W 代替 

Vr ^ M ? , (116. 5) 

边界条件可化成前面的形式.于是我们得到对于 V 的拉普拉斯 


方程,其边界条件为 


士 


w 



(116. 6) 


此式应在 〆 =0处得到满足. 

但是，带有边界条件 （116. 6 )的方程 （116. 4), 应是绕曲面 C 
流动的不可压缩流体速度势所应满足的方程所以，确定绕具有 
表面 C 的机翼的可压缩流动中的速度分布问题，就等价于寻求绕 
具有表面 C 的 机翼的 不可压缩流动中的速度分布问题. 
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萁次，我们來研究作用在机冀上的升力首先，我们掊出, 
537中所导出的儒可夫斯基公式 (37. 4) 对于可压缩流体是完全有 
效的，因为在所讨论的近似程度上，流体的变密度 P 可用常数 Pi 
代替. 于是擐 

^ f ― — piVj J dz 9 (116.7) 

这里是沿翼展 G 取积分的.由关系式 (116. 5) 以及机翼<7和 C 的横 
剖面周线相同，可知绕机翼 C 可压缩流动的速度环量厂与绕机翼 
C 不可压缩流动的环 fi 厂'有以下 关系： 

将此式代入 (116. 7), 并变成对 〆 积分，便得 

譽 

— PiVi r f dz f 

t y — — _J__ 

■ 二 sfT 一. 


上式的:分子是不可压缩流体中作用在机翼 w 上的升力. 
示它，我们有 

FL 

Fy = vr - M ?- 

引进升力系数 


0, 


f 9 


^-p\V\l x l 




=7 • 






\p\v\l x l 


用巧表 
(116. 9) 


f 式中，“是机翼 C 沿 or , z 方向的长度， G = 是机 

翼 C 沿 2 方向的长度)，可把以上关系式改写为 

⑽肩. 

对千展长很大(剖面不变）的机翼，在不可压缩流体中，升力系 

数与攻角成正比，且与机翼的长度或宽度无关，即 

c 卜常数 xa (116. 11) 
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式中的常数只依赖于剖面的形状（参看 §46). 所以，在这种情况 
下， （116. 】0)可用 

(116.12) 

代替，这里 G 和6 <(>> 分别为可压缩和不可压缩流体中相同机翼 
的升力系数.于是，我们得到一条 法则： 可压缩流体中作用在大展 
长机翼上的升力等于不可压缩流体中作用在相同机翼（在相同的 

攻角下)上升力的倍 ( L . 普朗特，1922; H . 葛劳渥特, 


1928). 

对于阻力，也得到类似的关系式.和升力的儒可夫斯基公 
式一样，作用在机翼上诱导阻力公式 (47. 4) 也完全可应用于可压 
缩流动.作同样的变换 (116. 3) 和 （116. 8), 我们得 




(116. 13) 


这里,是不可压缩流体中作用在 C 上的阻力.当展长增加时, 
诱导阻力趋于常数极限（§ 47). 所以，对于充分长的机冀，可用 
代替是不可压缩流体中机翼 C 的阻力).因而阻力 
系数为 

将此式与 （116. 12) 进行比较,我们看出，对于可压缩流体和不可压 
缩流体，比值是相同的. 

当然， 若队 的值接近于1，则这里所给出的所有结果均不 
适用，因为那时线化理论是不适用的. 


§117. 绕机翼的起声速流动 

如果超声速气流中机翼是流线型的，则它的前后端一定都是 
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尖削的，就像 § 115中所讨论的细长体那#. 

这里，我们只研究绕展长很大的薄翼的流动，且沿翼展方向剖 
而不变.若把翼展看作是无限的，这就对应于二维气体流动(在轉 
平面内).现在势函数方程不再是 （115. 1), 而是 

H 0 , ⑽. 1 ) 

其边界条件为 

^ f \ = Tv { n x9 (117.2) 

..」y —±D 

上式右边的符号平分別指上下翼面.方程 （117. 1) 是一维波动方 
程，其通解的形式为 

<f> +/〆 怎 + Py) • 

影响着流动的扰动是从物体发出的，这个事实表明，在机翼上方(穿 
>o), 我们必须有 / 2 -o, 所以 ， 0 =允0 - 的/);而在机翼下方 (y< 

+ 为确定起见，我们将考虑机翼的上面区域，那 
里，多 = f ( x - j 3 y \ 函数 f 由条件 (117, 2) 确定，令式中 n 产 W 2 0), 
这里 y = 是翼剖面上部的方程(图 Hla ). 我们有 

= — Pf ( X ) = ”乂’2(工)‘ 

由此得 

/ — — ^^2( 怎〉 • ' 

于是 y > o 处的速度分布由势函数 

( f >( x 9 y ) — — Py ) (117. 3) 

所确定.类似地，可知 y<o 处，有 

彡(怎，女 ) = ^rSi (尤+ A 夕)， 

其中 d = 是翼剖面下部的方程 • 应指出，势函数以及其它诸 
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图 U 1 

量,沿直线2：士 # y = 常数(特征线)均不变，这与§107的结果是一 
致的，刚才所求得的解是§ 107的一个特殊情形. 

定性地说，流动图象如下.从前后缘的尖端发出的是弱间断 
线(图 111 b 中的以/和 bBb r )( D 9 在间断线 aAa f 的前面和 bBb r 

的后面，流动是均匀的;而在两者之间，流动偏转，以便顺着翼面流 
过，这里的流动是简单波;在目前的线性近似下，特征线都是平行 
的，倾角为来流的马赫角. 

压力分布由下列公式 p — = - p ^ 给出，一般公式 (106. 

5) 中含 W 的项在这里可以略去，因为〜和 A 量级相同.将 
(117. 3) 代入上式并引进压力系数 C p , 则上半平面的压力系数为 

yPi^i 2 


①这个说法只是在这里所采用的近似程度上才是正确的.实际上，并不是弱间 
断，而是弱激波或狭窄的中心稀疏波,视速度被它们所折转的方向而定.例如,对于图 
uib 中所画出的剖面 ，如和 仙'是稀疏波，而 ay 和肋是激波. 

从后缘（阁 nib 中的5点)发出的流线，实际上是速度的切向间断线（它实际上变 
成狭窄的湍流尾迹). 
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特别是， 在机翼的上表面，压力系数为 

^^二吾么 (:)• （117.4) 

仿此可知,在下表面,压力系数为 

Cp ^— jC ^ x ). (117.5) 

应注意，翼剖面上任何一点的压力只依赖于剖面周线在该点的 
斜率， 

因为剖面周线与 r 轴的夹角总是很小，所以可将压力的垂直 
分量当作是压力本身，这是足够准确的.作用在机翼上的总升力 
等于上下翼面的压力差.所以升力系数为 

c,== T ： \o iCp ~ C，s) &= ^ 7 ; 

l x , G 的定义见图 111. 我们定义攻角 CK 为通过剖面端点的弦 
与怎轴的夹角（图 m ), 即因而得下列简单 公式： 

(】•阿克莱 ,1925). 我们看出，升力由攻角确定，而不依赖于翼剖 
面的形状,这与亚声速流动情形是不同的[参看公式 (48. 7)]. 

我们接着来确定作用在机翼上的阻力（即波阻,其性质与作用 
在细长体1：的波阻 相同： 参看 §115). 为此，我们应取压力的 a ? 
分量并沿剖面周线积分.于是求得阻力系数为 

c^^r\ lx a\ 2 +^ 2 )^ (H7.7) 

我们设 

这里仏 (工）{_2(^)分别为周线 上、 下部分与弦 的 夹角. A 和^ 
的积分显然 为零， 因而其结果为 
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4 g 2 + 蛾 2 + g !) 

_ 1 


(117. 8) 


字母上面带一横表示对于 r 的平均.若攻角一定，则可以看出平 
板机翼（其 = 的阻力系数最小.在这种情况下， G 二 
若将公式 (1^ 8) 用于粗糙表面，则粗糙度可使阻力显著增加，即 
使凹凸相差的高度很小①.因为，若表面的平均斜率，即凹凸相差 


高度々它们之间距离之比的平均值保持不变，则阻力与凹凸相差 
的髙度无关. 

最后，我们作如下说明.这里和其它地方一样，我们所说的机翼 
总是指其边缘与流动方向垂直的.把上述公式推广到任意 y 角的 
情形是非常简单的，这里 v 是流动方向与边缘的夹角 （偏航角) .显 
而易见，作用在等截面无限翼展机翼上的力只依赖于来流速度垂 
直于机翼边缘的分量;在理想流体中，平行于边缘的速度分量不产 


生任何力.在马赫数为气流中，作用在偏航角不等于 j 的机 


翼上的力，与马赫数为 M lS inV 的气流中当 V — f 时作用在相同 

机翼上的力是一样的.特别是，若队>1,但 M lS inv < l , 则超 
声速流动中所特有的波阻就不会出现了. 


§ 118 . 跨声速的相似律 


§115 — § 117中所确立的绕薄物体的起声速和亚声速流动理 
论，对于跨声速流动是不适用的，因为这时势函数的线化方程不再 
成立了.在这种情况下，全空间的流动图象由非线性方程 (106. 


10 ) 


2 崤 , P 


d 2 <!> 


(us. 1) 


學 


①但还是大于边界层的厚度, 
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(或者，若是二维流动，则由等价的欧拉-特里科米方程)确定.但 
是,对于具体问题，解这些方程是相当困难的.因此,对于这样的流 
动，我们感兴趣的不是去寻求具体的解，而是建立起某些相似 
法则. 

我们首先来研究二维流动.设 

(118.2) 


为被绕流的薄翼剖面周线形状的方程，丨是薄翼(沿流动方向）的 
长度，而<5是某个特征厚度通过改变这两个参 数丨和 
可得一族相似的周线. 


其运动方程为 


(118. 3) 


其边界条件如下：在无穷远处，速度等于未受扰气流的速度 


叭，即 


9 < 1 > 

37 




0 , 



(118. 4) 


这里势4的定义见 (106. 9). 在剖面上，速度必须是切向的，即 


v z dy dx i \i / 


( US . 5) 


因为剖面很薄,可令这个条件在处得到满足 • 

我们按下列式子引进无量纲变量： 

_ 

x = lx 9 y = (^<3 f/1> 卜^~多(龙，罗)； （118.6) 

这里 ,0=3" 表示机翼的角开度(表示厚度)或攻角.于是 

产 , ■ ■ - - >-.-■> 一、， ■麵-■一 ■ 

dx dx 2 df 9 

莴边界条件如下； 
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在无穷远处 鲁=尺，鲁=0, 

在卜 0 处 争 〜)， 


这里 

TT — Mi — 1 

"( MP 7r， 


(118. 7) 


这些条件中只含有一个参数反,于是我们求得了所要求的相似律， 
公式 CU 8. 6 ) 表明，具有相同夂值的二维跨声速流动是相似的 ( C . 
B •法里柯维奇 ，1947). 

应注意，表达式 ( H 8. 7) 只含有一个表征气体本身 ，性质 齡参数 
所以，该相似律还定出了对于不间气体的相似性. 

在这里所考虑的近似程度上，压力由公式》 一 A 〜一 
一 h ). 给出.利用表达式 (118. 6) 计算，可知剖面上压力系数有以 

昜 


下 形式: 



沿剖面的周线积分，就得出了阻力和升力系数: 



° 9= 1 

所以，其形式如下 


(hCpdx^ 


①这桦公式的适用范围由条件！1^一1|«所确定.但线化理论是对应于大的 
兀值，即 jMi — 〗丨所以，在 — 的范围内，公式 (118.8) 应换成由 

线化理论所给出的公式（ II 7 . 6 ) — （1 W . S ). 即是说，瓦值 大时，函敢 和 O 必与 
尺- 1 / 2 成正比. 
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i ^5/3 

㈣ …，、 


(118. 8) 




1/3 


fy ( K ). 


用完全类似的方法，可以求得三维薄物体的相似律， 


该物体的形状由以卞形式的方程给出 


略)， 


嗜), 


(118.9) 


式中有两个参觳3和 z 三维情形与二维情形有一个重要 

差别,因为现 d 的势函数，当0时，有一个对数奇点(例如， 

' 4 

参看§ 105中繞尖削圆锥流动的公式).因而在》轴上应确定的 

r 

边界条件不是¥数§1本身，而是乘积 

d y a z 




90 


dZ 


这两个积保持为有限值.在这种倩况下,不难看出，相似性变换为 


I I — 

y=^j^i/2Sf z^^^2Z y <fy=ie 2 <!> 


( 118 . 10 ) 


相似性参数是 


K 


Mi — 1 



(118.11) 


( T •冯•卡门, 1947). 求得物面上压方系数的形式为 


c P ^p(K 9 ^y 


相应地，阻力系数为① 


(118.12) 


当然，当 一1 为小正值和小负值时，所有这些公式都是成 


①在1》吣一1»0的范围内，一定亡得出线 ft 理谂新给出的公式〔11 5 肩，根 
据此式可知〜以;这表明当 I 增太时，函数 / C 60 趋于 常数. 
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立的.若恰好是1^ = 1,则相似性参数充= 0,因而公式 (118. 8) 和 
(118.12) 中的函数化为常数.所以,这些公式完全确定了和 G 
与 0和心的函数关系，这里 代表 气体的性质. 

§119 - 高趄声速的相似律 

在§10 6 末尾早已 指出： 当马赫数的值很大 (离超声速） 
时，绕细或薄物 体的流动不能 用线化理论.因而，对于 这种:胄形， 
相似律是重要的,钱学森 （1946) 已经建立了简单的相似律. 

这样的流动,所形成的激波与流动方向夹角很小,相当于物体 
厚度与长度的比值 0 = 的量级.这些激波通常是弯曲的，而且 
也较强 ，•其 中 速度间断值比较小，但压力间断值(因而还有熵的间 
断值)比较大.所以，一般说来，气体流动不是势流. 

我们假设马赫数的量级为1/0或 更大. 激波会使 M 的当 
地值减小，但总还保持1/0的量级(参看§ 104“问题”），所以 M 处 

处都很大. 

我们利用§ 115中所阐 述的“ 声学比 拟”： 绕可变截面 
薄物体定常流动的三维问题，与变剖面的周线不定常地发射声波 
这种二维问题等价①，而所谓变剖面是指剖面面积按尺 ( hG 的 

规律随时间变化；这时声速用;表示，或若很大，就 

简单地用仏表示.应着重指出，为使这两个问题相互等价，所必 
须的唯一条件是比值很小；这就使我们能够把物面上很小的 

V 

环形区域看作柱面.但是，当 Mi 很大时，“发射”波的传播速度与 
波中气体质点的速度相近(参看 §】05 末)，因而这个问题必须在 
(未线化)恰当方程 的基础 上加以解决. 

m W % ■ 

①例如，绕尖削圆锥流动的问题，与由均匀膨胀圆柱发射柱面波的问题是等价 
的 * 
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在这个二维问题中，声源的线速虔的量级为6彡；此外，在该 
问题中，仅有的其它独立参数为声速^，声源尺度6,以及密度/9, 
®. 由这些参数只能组成唯一的无量纲 组合： 

(119.1) 

这就是相似性参数②.作为坐标 y , z 的长度标尺以及时间标尺, 
必须选定一些具有适当的量纲的量，而且必须是由同样的参数 

例如 <5和所组成的.变回到坐标 t 以后，我们得知 

Vi u Vi 

和 G 都是无量纲变量 f , •§•， | 和参数瓦的函数 • 

容易求出薄物体具有以下形式的阻力系数： 

C x =9 A f(K). (119.2) 

对于绕无限翼展薄翼流动的二维情形，显然也可得到同样的 
相似律. 

最后,得到以下形式的阻力系数和升力系数： 

C x =O 3 f x (K) f C g =0 z f p (K). (119.3) 

问 題 

设流动方向对无限翼展平板翼有一小的攻角《，试求马赫数很大 
时，作用在该机翼上的升力. 

解： 流动图象如图112所示••在平板两端的每一端，都有激陂和浠疏陂 
发出，气流通过这两种波时，先向下折转一个角度《，然后再向上折转一个角 
度 

① 当然，我们考虑的不只是气体的运动方程，还有物面边界条件，以及已形成的 
激波上所必须满足的条件.我们讨论的是理想气体的情形，所以气体动力学性质只依 

赖千充量纲参数 Y ;但是，下面所求得的相似律确定不了流动对这个参数的依赖关系 • 

② 如果不假定很大，我们得到的是参数尺的相似律.然而，这 
没有什么惫义，因为当不大时，线化理论确定了所有的量与这个参数的函数关系 • 
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图112 


根据声学比拟，绕这样的平扳的定 常流动问题， 与以勻速运动的活 
塞前后两面的不 定常一维气体 流动问题是等价的.在 活塞的 前面，形成一个 
激波； 而在 活塞后 商，则形成稀疏波（参看§ 92何题1和2 ). 利用那里所搏 
的结果，我们求得所要求的升力,即平板上下两边的压力差.升力系数为 

' -勒中 户， 

式中 x $尤士时 ，平板上面形成真空 ，因而第二獅略去 •• 

在的范围内，这个公式变成 

a 

(1 —4a 

与线化理论所给出的一样，这是由于在此范围内,两种处理方法都是适甩的. 
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第十四章燃烧的流体动力学 

1120. 鍰慢燃烧 

化学反应的速率(比如说,以单位时间内发生反应的分子数来 
度量）依赖于发生反应的混合气体的温度，且随温度的升高而增 
大.在许多倩况下，这种依赖性是非常明显的①.尽管对应于(化 
学)热力学平衡的温合气体是已发生过反应的，但在常温下，反应 
速率可能很小，以致可以认为几乎没有发生 反应. 而当温度升到 
足够髙时，反应就会进行得 很快. 如果是吸热反应，为了维持反 
应,必需由外部热源不断地供给热量；如果仅在反应开始时达到足 
够高的温度，则只有少量的物质发生反应，从而使气体的温度降 
低,最终导致反应停止.若是强放热反应，这时有大量的热释放出 
来，情况就大不 相同. 此时，只需在某一点上加温就够了；由该点 
起始的皮应将放出热量，从而提高了周围气体的 温度. 于是，只要 
反应一旦发生，就将扩展到整个 气体. 这种现象称为混合气体的缓 
惽燃烧，或者就称为燃 烧②. 

混合气体的燃烧必然伴随着气体的 运动. 因此，燃烧过程不 
仅是一种化学现象，而且也是一种气体动力学现象.一般说来，燃 
烧过程的特性必须由一组联立方程式的解秦描述，该方程组包括 

① 通常，反应速率对温度呈指数关系，约与❹-以打形式的因子成; 1 E 比，其中， 
r / 对于一定的反应而言，是一个常数，称为活化能 . 17 值越大 ，反应速率对温度的依赖 

倥越强. 

② 必须记住，在苻燃的混合气体中，燃烧在某种环境下或许是不能&然传播的. 
这祌限制由于这样一些使热; 1 故失的因忐，诸如， 由于管 内发生 燃烧时 通过管壁的导 
热，热辐射损失 等等. 因此，比方说，在半径很小的管道内，燃烧是不能进行的. 

• r ' •' ! ' f . * < I ' ' * 

• • m ^ 



有关反应的化学动力学方程和有关混合物的气体动力学方程. 

但是,有一类很重要的情形(常见情形)，即问题中的特征尺度 
【很大（下面将说明它的含义)，此时问题将大为简化.我们将看 
到，在这类情形中，气体动力学问题和化学动力学问题在一定程度 
上可以分开处理. 

已燃的气体区域(即反应已经终止,且充满燃烧生成物的混合 
气体的区域)和未燃气体之间由一个过渡层分开，在过渡层（燃烧 
带或火焰)内进行着反应，随着时间的推移，这种过渡层以某个速 
度向前移动，该速度称为气体燃烧的传播速度，其大小依赖于由 
燃烧带传向冷的混合气体传输的热量.这里传热的主要机制是通 
常的导热，这种方式的燃烧传播理论是由 B. A. 米 海里森首先提 


出的 （1890). 

我们用3来表示燃烧带宽度的量级.它由这样一个平均距离 

所确定，这个距离就是在反应所经历的时间 r 内(就一个所考察的 

点而言)，反应中释放出的热量所传播的距离，时间 r 是反应的特 

征量，只依赖于燃烧气体的热力学状态(而与参数丨无 关). 如果 

X 是气体的导热系数,参看式 (51. 7), 我们有①： 

8^^/~Xr. ( 120 . 1 ) 


现在,把上述假设表述得更精确些:我们假定，特征尺度远大 
于燃烧带的宽度幻.当这一条件成立时，气体动力学问题可 
以单独处理.在确定气体的流动时，可以略去燃烧带的宽度，而将 
它视为分隔燃烧生成物和未燃气体的一个界面.在这个面(火 焰阵 
) 上,气体状态的变化不连续,即该面是一个间 断面. 

这一间断面相对于气体本身(在垂直于阵面的方向上)的速度 


①为了避免误解，我们应当指出：当 r 明显地依赖于温度时，如果 r 取燃烧生 
成物温度下的值时,则公式 （120,1) 中会有一个相当大的系敢，但是，对我们的目标来 
说，重要的是3与 Z 无关. 
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W ， 称为火焰的法向速度.在时间 r 内 r ， 燃烧传播了一个量级为 (5 
的距离，因此，火焰的速度为① 

v I 〜 ~ (120. 2) 

气体通常的导热系数的量级，为分子平均自由程乘以分子的热速 
度,或者，¥均自由时间 hr 乘以热速度的平方，这两种说法是一 
样的.因为分子热速度与声速为同一量级，我们有 



并不是分子间的每一次碰撞都能引起它们之间的化学反应，相反 
地,碰撞分子中只有很小的一部分发生反应.这就表明 r fr 《 r , 因 
而〜 《 c . 于是,在这种情况下，火焰速度远远小于声速 

和任何间断面一样，在代替燃烧带的间断面上，质量、动量和 
能量的通量必须是连续的.照例，上述第一个条件就可确定气体 
相对于间断面的法向速度分量的 比值： P ⑼ = p 2 v 2 , 或者 

艺=& (120.3) 

式中, F , 与7 2 是未然气体与燃烧生成物的比容.侬照§ 81中对干 
任意间断面所得出的一般结果,如果法向速度分量是间断的，则切 
向速度分量必定是连续的.因此,流线在间断面上将发生“折转”. 

因为火焰的法向速度相对于声速为一小量，所以，动量通量 
的连续性条件简化为压力的连续性，而能量通量的连续性条件简 
化为焓的连 续性： 


① 可以举个 例子： 在甲烷 (6 夯)和空气的混合物中，火焰速度仅为 5厘米/秒， 
而在煽轰的混合气体 (21^+00 中，它是1000氳米/秒；燃烧带的宽度在这两种佾况 
下分别约为 5 X 101厘米和 5 X 10-4 厘米. 

② 燃烧混合物成分的扩敎，对燃烧的传播也有一定的影响，但是，这不会改变火 
焰速度和宽度的置级. 
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Ti —TifWi =ty 2 * 


( 120 . 4 ) 


在应用这些条件时，必须记住，该问题中的间断面两侧的气体，其 
化学性质是不同的，因此两侧的热力学量函数关系彼此并不相同. 

对于理想气体来说，扣 W 2= 叫)2+〜/2;常数项 
不能象单一气体那样(通过适当选取能量的零点)取为零，因为这 
里的斯 )1 和 WQ 2 是不相同的.令 W (il — Wo 2 : = q ； 如果反应在绝对零 
度的温度下发生,这芷是反应中（每单位质量物质)放出的热量.于 
是，我们得到未燃气体 (1) 和已燃气体 (2) 的诸热力学量之间的关 
系式如下 J 


Pi = J>2, ^2 


Q 


Op, 


p 

r 2 — y W—i) 



(120. 5) 


因为火焰具有确定的法向速度，它与气体自身的速度无关; 
对于运动气体的定常燃烧来说，火焰阵面有一定的形状.从管口 
流出时气体的燃烧(喷灯嘴)就是一例.如果〃是气体在管截面上 
的平均速度,显然有 v 爪二 vS ， 其中汉是管的截面积 ，& 是火焰 


阵面的总面积. 

如果这种情况能够实现,则它对于小扰动必定是稳定的，因而 
产生这种稳定性的极限 问题.火猝 阵面的稳定性可用与§⑽中切 
向间断面稳定性相类似的方法来研究.因为气体速度远小于声速, 
因此可以将气体看成是不可压缩的理想流体，把火焰阵面的法向 
速度当作一个给定的常数.从这一研究（参看问题 i ) 可得出火焰 
阵面是绝对不稳定的结论.因此，火焰一定要变成湍流状态的 
( Jl . fl . 朗道， 1944). 上述研究仅适用于大雷诺数的情形.然而， 
当考虑气体的粘性时，就不能得出临界雷诺数非常大的结论. 

另一方面，实验资料表明.•直至很大的雷诺数时，也不会发生 
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火焰的“自动遄化 ”及 这意味着，一定有其它一些因素使火 鱗阵面 

变得稳定,而使火焰的湍化一直推迟到非常大的雷诺数时才出现. 

当火焰阵面变形肘 ，法向 速度的变化可能具有 重要的 作用: 在阵面 

呈凹形的情况下, A 会增大(因为向凹处未燃混合物的传热得到改 

善)，而当砗面呈凸形时，则〜减小 ( HvB . 泽尔多维奇厶这一重 

要问题尚未得到解决②. 、 ， ' . 

在可燃 气体混合物中 传播的火焰， 会引 起周围相当大范围 

内的气体发生运动.因为存在着〃1与 v 2 之间的 速度差，，燃烧生 

成物必须以速度 h —化 相对于未燃气体而运动;由此显然可知，伴 

‘随着燃烧,必然出观气体的运动.在某些情况下，这种运动管致激 

波的形成.这些激波与燃烧过程没有鸾接关系，它们的产生乃是 

由于必须满足某些边界条件.例如,我们来研究从一个管子的封 

闭端传來的燃烧.在图113 ^ y ab 是燃烧带.1区和3区的气体 

是原来的未燃混合物，而 2 区的气体则由燃烧生成物所镇成.据 

上所述，燃烧带相对于它前面的.气体1运动的速度是由反应性 

质和传热条件确定的，因此,奶可视为已知的.火焰相对予气体2 

的运动 速度％ 可直接由条件(1 2 0. 3) 确定.在管子的封闭戴气 

体速度必须等干零，这样，？区中的气体将处于静止状态.所以， 

气体1必须以恒定 速度〜 一 A 相对于管道而运动.在管道前方离 

火焰很远的地方，气体又是处于静止软态.这一条件只有在出现 

激波(图 U 3 中的 M ) 时才能满足，在激波面上，气体速凌串现间 
__ -^- • . 

① .当漱烧在无限空间 中作球 潑负播肘,如果发生“自动遄化”,也只是在5〜10« 
的情况下才有可能，这时，作为特报场度的是球形火焰的半径 ( fl . B . 泽尔多维奇和 A . 

H . 罗兹洛夫斯基 ，1947). 当气体在管道中燃烧时，不会发生自动潑化；事实上，随燃 
烧而产生的大雷诺数气体流已由于管壁的作用而引起湍流了（即由于泊肃叶层流 
流动的不稳定而形成湍流）. 

② 在由液体表面蒸发的气体的燃烧中（反应在气体自身中进彳 f , 而不尨与任何 
外部物质，如空气本的氧，发生反应），存在一些特殊的因素使火焰变得稳定，在这种 
倚况下，毛细作用力和重力场具有稳定化的效应（参看问题2 )• 

s 3 : • - . • < • • 
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断，它正好使得3区气体处于静 
止状态.由已知的速度间断值，可 
以求得其它量的间断值以及激波 
自身的传播速度.于是，我们知 
道,火焰阵面对其前方的气体施加一种类似于活塞的作用.激波运 
动得比火焰快，所以，进入运动的气体的质暈随着时间的推移而 
增加. 


图113 


在雷诺数足够大的情况下，管道中伴随燃烧而产生的气体流 
动变成湍流，然后它又反过来影响引起气体运动的火焰、于是, 
根据 K . M . 谢尔金的研究，燃烧带有如下结构 :尺度 比普通火焰宽 
度3大得多的湍流涡，导致火焰阵面的不规则弯曲.这种曲率可 
能是很大的，因为如上所述,火焰阵面对于变形的稳定性也许是很 
小的，结果产生一个较宽的燃烧带，它包括一个手风琴风箱式的 
不规则形状的狭窄焰面.因为燃烧的总面积显著地增大，于是燃 
烧的速率也大为加快.应当注意的是，这一图象和自动湍化的火 
焰里面出现的情况大不相同.•在那种情况下,燃烧带将是一个均勻 
区域,在该区域中,远比管半径为小的湍流涡将促使彻底的混合. 


问 题 


问題〖•试讨论(以远小于声速的速度传播的）乎面火焰阵面对于无穷 
小扰动的稳 定性. 

解：取间断平面为科平面，让未受扰动的气体速度沿怎轴的正向.假 

设在具有恒定速度 Vl , Vi 的流动上(在间断面的两侧)，疊加一个在9方向上 

和时间上都呈周期性的扰动.由运动方程组 

、 ♦ 1 

、 — 4 - ip-yf)o r ( 1 ) 

at p 

(〜 P 为〜 A 或〜 A ) ，可象§30中一样得到方程 

△〆 一 £)• (2) 

^ * 

ft 间断面上（即当 a ； 〜 0), 必须满足下面的 条件： 压力的连续条件 


(3) 



在 x <0 的区域内（未燃气体 1), 方程 (1) 和(2>的解可写为 

v[ x » ； ir= iAe^ k ^ imi f 

p^Ap^-viy^^. 

在^ >0 的区域内（燃烧生成物，气体 2), 除去形式为常数的解 
以外，我们还必须考虑方程 ( D 和( 2 )的另一个特解，在此特解中，对 y 和*的 
依赖关系仍由同一因子 e tkv - iat 给出.这个解可由取 〆 =0而得，•此时，欧拉 

方程的右边为零，于是所得的齐次方程有这样一组解，其中的 A 与 A 正比 
于 e ik y - i » t + iox/v 为什么只需在气体2中计入这神解，而在气体1中则不需要 

呢？其理由乃是因为我们的最“目的是要确定是否可能存在具有正虚部的 
频率 0); 而对这种奶当 X <0 时，因子将随无限増加.所以，这种解 
在1区中是不可能存在的 • 再给常系数选取适当的值后，我们寻找^>0的 

解，其形式为 

vi v = — iBe ik ym •— (ofkvJCeW* •…• 艚 , ” 

Vz-~B Pl lv z + (io/*)]〆 衫一 ' 




并令 


V 

C = De ik ^ imi f 


⑻ 


将这些表达式代入条件⑶一 ( 5 >,我们得到关于系数及的四个齐次 
方程.简单的计算(利用 j^PlVi = PzV 2 这一事实)就可得出这搜方程的下 


列相容性条件： 

Q 1 (vi~\-Vz) -\-2QkviVz~\-h z ViVx (t^i 一 Vz) =0 ， （ 9) 

式中, — icy •如果，这个方程或者是有两个负实根，或者是有两个 
具有负实部的共轭 复根. 但是，如果则两个根为具有相反符号的实 
根，因此，如果，则始终有 ReO ?)<0, 从而运动是稳定的；而当 ” i <> 2 

• ■ • r * 

心95， 


时， 则存在 ReCQ )：>0 的 于是，原来的运动 就是不稳定的.因为在燃烧过程 
中加热相当大 ，燃烧生 成物的 密度内 实际上总小于未燃气 体的密 度 A •这 
样，由于 = 就有〃2〉〜因此可以断言，在所讨论的条件下，火焰 

阵面总是不稳定的. 

问题 2. 设燃烧在液体的表面进行，反应发生在由表面蒸发盼蒸汽中. 
试 确定该燃烧在 计及重力场和毛细作用时的稳定性 CH •只 • 朗灌, 19 W • 

解： 我们将靠近液面的蒸汽中的燃烧带看成一个间断面，但现在假设这 
个表面具有表面张力心计算方法完全类似千问题1,唯一的区别是，这里应 

有 W — — 而不用边界条件 (3); 介质1是液体，介质 

2是已燃气体，条件 (4) 和 (5) 不变.现在，代替方程 (9) 的是 


D z (vi-\-v t ) ^r2QkvxVi^ 


k z ( vi — Vi ) + 


ghipx — p^+ah 3 

T \ 




在这种情况下，稳定性条件是该方程的根应 具有负 的实部，即自由项 对所有 
的 Jfc 必须都是正数.由这一必要条件#出稳定性条件 

Pi~Pz 

因为 气体燃烧生成物的密度远小于液体的密度 （ A 》 P : i ), 故上 述条件 实际上 
变为 


j A <4agpiPl. 


问题 3. 试确定 平面火焰前方气体中的温度分布. 

解： 在随同火焰阵面一起运动的坐标系中，温度分布是:定常的, 
以速度一^运动.导热方程 


而气体 




dx 




的解为 


T ^ T^ V ^ /X 


其中，! T 。 是火焰阵面上的温度，远离火焰阵面的温度取为零, 


§121. 爆轰 


在上面所描述的那一类燃烧(缓慢燃烧）中，鉍烧在气体中的 
传播归因于加热，这种加热是由燃烧气体向尚禾燃烧的气体直揆 



传热而造成的.燃烧的传播还可能有另一种迥然不同的机制，其 
中包含着激波.当激波通过时，激波使气体加热;激波后面的气体 
温度高于其前面的温度.如果激波足够强，它所造成的温升就能 
够引起燃烧.于是，激波在其运动中就会“点燃”混合气体，就是 
说，燃烧将以激波的速度传播，或者说，它比通常的燃烧传播速度 
要快得多.这种燃烧传播机制称为爆轰. 

当激波通过气体中的某一点时，该点就开始发生反应,并且一 
直延续到那一点的气体全部燃烧完毕为止.就是说，反应延续了 

一 个时间 r , 它表征问题中的反应的动力学特性.由此显见，在激 

* 

波后面将跟随一个与它一起运动的燃烧层，该层的宽度等于激波 
传播的速度乘以时间 r . 重要的是，这一宽度与流场中出现的任 
何物体尺度无关.所以，当所涉及的问题的特征尺度足够大时，我 
们可把激波以及跟随它的燃烧带，看成将已燃气体与未燃气体分 
隔开的单个间断面.这个间断面称为爆轰波. 

在爆轰波前后，质量、能量和动量的通量密度必须是连续的， 
因此, p 前只用这些连续性条件所得到的关系式 ( S 2.1)—(82.10) 
仍然成立.特别是，方程 

切 1 一切 2 + 十 D (?2~jPl) — 0 

( 121 . 1 ) 

仍成立;下标1总是指未燃气体,而下 
标2则指燃烧生成物.由这方程得 
到？2作为 R 的函数的曲线称为爆轰 
绝热线.该曲线不通过给定的初始点 
(^, V ,),这与前面讨论过的激波绝 
热线不同.激波绝热线通过初始点是 m 114 

由于 扣1 和奶分别是(？1,厂 1) 与(?2，匕）的同一函数，而现在由于 

、 • 
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两种气体的化学性质不同，情形便迥 然不剖 了.在图114中，实线 
表示爆轰绝热线. 过点 ( Pi ， h ) 所弓[的曲线(虚线）是未然混合气 
体的普通激波绝热线，爆轰绝热线总是处于激波绝热线的上方， 
因为 燃烧时会出现高温， 因而 气体压力要大于同样比容下未燃气 
体的压力. 


对于质量通量密度来说，前面的公式 (82. 6) 仍成立 ，即: 



( 121 . 2 ) 


所以,/仍然是图形上从点(九， h ) 到爆轰绝热线上任一点(外， F 2 ) 


的弦线(例如，图114中的时弦）的斜率.从图解上立即可以看 


出， 尸不能 小于切线⑽的斜率.通量 j 恰好是单位面积的爆轰 

崦 

波表面在单位时间内所点燃的气体质量.我们可以看出，在爆 
轰中,这个量不能小于某个极限值(它取决于未燃气体的初始 


状 态). 

公式 (121. 2) 只是质量通量和动量通量连续条件的一个推论, 

， 

因此，（对于给定的气体初始状态来说，）这公式不仅对燃烧生成物 
的最终状态成立，而且对所有中间状态也成立.而在这些中间状 
态下，只有一部分反应能量已被释放出来.换句话说，在任何状态 
下，气体的压力 P 和比容 F 服从线性 关系： 

(121*3) 

它在图上以弦 W 表示.这一结果在爆轰理论中是重要的; _B. A . 

1 

米海里森 （1890) 最先表述了这一结果. 

现在,我们用只 . B . 泽尔多维奇 (1940) 提出的方法，来研究穿 
过有限宽度的实际爆轰波层时气体状态的变化.爆轰波的前沿是 
未燃气体1中一个真正的激波.在激波中，气体被压缩和加热到 
气体1的激波绝热线上点 d 所代表的状态（图 114). 在压缩气体 
中开始发生化学反应，当反应进行时，气体状态就由一个沿弦办 
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向下移动的点表示，•这时将放出热童，并使气体膨胀，压力下降..这 
一 过程一直延续到燃烧完毕，且反应热被全部释出为止.对应的 
点是 C ， 它落在爆轰绝热线上，表示燃烧生成物的终态.弦 W 和 
爆轰绝热线的较低的交点是6,对于由激波压缩和加热而引起燃 
烧的气体来说，&点是不能达到的①. 

于是，我们断定,爆轰不是由整个爆轰绝热线表示，而是仅由 
位于0点以上的那一部分表示的.在0点上，从初始点《引出的 
直线 a o 与爆轰绝热线相切/ 

§ 84中曾经证明，在 d ( f )/ dp 2 = 0 的那一点上，即在激波绝 
热线与从 ( h , h ) 引出的直线相切的点上， 速度〜 等于相应点的 
声速 Q ，而在该点以上则有 v 2 < c 2 . 这些结果只是由间断面上的守 
恒律得出的，因而对爆轰波也完全适用.在单一气体的普通激波 
绝热线上，如§84中已经证明过的，并不存在以尸)/办 2 =0的点. 
但在爆轰绝热线上却存在这样的点，即点 0. 因为爆轰只对应于 
绝热线的0点以上的那一部分，于是可以断定 




(121. 4) 


就是说,爆轰波相对于紧接其后方的气体,以等于或小于声速的速 
度而运动.当爆轰对应于点0 (称为儒盖特点）时，等式 
成立②. 一 

爆轰波相对于气体1的速度总是超声速的（即使对于点 0): 

(121. 5) 

• ^ 


从图114就可一目了然地证实这 一点. 在图上，声速〜由气体1 
的激波绝热线（虚线)过点 a 的切线斜率确定.另一方面， 速度巧 


①为完整起见，还应指出，在另一个廒波中，以间断的形式从状态 e 过波到状态 
b 也是不可能的，因为气体通过这一激波时，必须由髙压过渡到低压 • 

< 2 ) 应当记住，速度奶，的总是表示垂直于间断面的速度. 
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由弦⑽ 的斜率确定.因为所涉及的所有弦线都比切线陡，因而总 
是有〜 > Ck 如同激波一样，以超声速的速度运动的爆轰波，不会 
影响到波前方的气体.爆轰波相对于静止未燃气体而运动时的速 
度就是爆轰的传播速笟. 

既然而且 可知巧 >没 2 ,差值” !一 
^显然是燃烧生成物相对于未燃气体而运动的速度.这个差值为 
正数，即燃烧生成物沿爆轰&传播的方向运动. 

我们还可以作如下的说明.在§84中已经证明 dsjd ( f )> 
0,所以，在 j 2 取极小值的点上，&也取极小值.这个点就是点0 . 
因此，我们断定，它对应于爆轰绝热线上熵 h 的最小值.如果我 
们考察状态沿直线的变化，则滴 h 在点0也有一个极值 （因为 
曲线的斜率和 O 点切线的斜率相同）.但是，这个极值是一个极大 
值.因为从《到0的位移对应于压缩气体中发生燃烧反应时状态 
的变化，这一过程伴随有热最的释放和熵的增加;然而，从点0过 
渡到点《 ,则对应于燃烧生成物变为原气体的吸热变化，这一变 
化伴随有熵的减小. 

如果爆轰是由外源所产生而后入射到气体中来的激波所引起 
的，那么，爆轰绝热线上部的任何一点都可能对应于爆褰.但是， 
我们尤感兴趣的，是研究由燃烧过程自身产生的爆轰.在§1 22 
中，我们将会看到，在许多重要情况下，这种爆轰必定对应于儒盖 
特点.这样，爆轰波相对于紧接波后的燃烧生成物的速度，就恰好 
等于声速;而相对于未燃气体的速度则具有最小可 能值. 
这一结果，本来是 D * L . 恰普曼（1 89 9)和 E . 儒盖特(1905〉作为假 

设提出来的，但其完整的理论证明则是由兄 E •泽尔多维奇( 1940 ) 
完成的. 

现在来推导理想气体爆轰波中各种量之间的某些关系式，在 
一般方程 （121. 1) 中,代入关于焓的下列表 达式： 
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w — w Q -\r- c p T ~W 0 J r - 

y — I 

我们得到 

( 121 . 6 ) 

v 2 —1 Vi — 1 ' 

式中—心仍表示温度儺到绝对零 度时磁 1 反应热.该方程 

* ► 

给出的曲线 V 2 { V 2 ) 是一支直角双曲线.当 内 /凡—①时，密度比 
趋于有限大的 极限： • 

/>2 _Fj V2*f 1. 

— ' 疇 

/>1 ^ V2 — 1 

这是爆轰波中所能达到的最大压缩. 

在强爆轰波这种重要情况下，公式可以大大简化;当反应中所 
释放的热远大于原气体的内能时，即4》^!^时，就可得到这样的 
强爆轰波.此时，我们可13赂去 (12L 6) 中含 W •的诸项/结果得到 


P2(^~V%-V^--=2q. ( 121 . 7 ) 


现在较详细地讨论儒盖特点所对应的镙轰，从上 面的讨 论可 


知，这是我们感兴趣的问篆在这一点上，有 j 2 =4/ n=)^ 2 / 
F 2 . 由这个关系式和式 (12L 2)，我们可以将 外和 h 表示为下面 

的形武： 


，它 y ^ V 2( V^fVvt 

Vl -~^TT, K 2 — 尸 ( y 2 十 i)‘ • 

将这些表达式代入方程 （121. 6), 并以代替 j . 


( 121 . 8 ) 


经过简单整 


理后，不难 得到巧 的下列四次方程： 

vi - 2vl [(y 2 2 —1) ^ + {yl — Vi) c Vl ^il 

+ yi ( yi - i ) V , i r 1 2 = o , 


其中，温度是由关系式 

T ^ py ^ yy 

c r —c v c v (y — l) 


t m ^ 



引进的 • 于是① 

VI = V y (Va—1) C (V 2 + 1) (Vi+ V 2 ) c Vl T：3 

+V 2 +1)[(V 2 —1)? + (V*—Vi) c Vi T{] • (121. 9) 

用这一公式可由原混合气体的温度 A 确定爆轰的传潘速度. 

我们可以将公式 (121. 8) 改写成下列 形式： 

gg_— Vi — ^ c Vl T i 

Pi 一 (V 2 + 1) (y i -lfc Vl T l 9 

Fl VzW + ( Vi — 

v x ( vT+iM 

这两个公式与 (121. 9) —起，可确定燃烧生成物与温度为 A 的未 

燃气体之间的压力比和密 度比. 

利用公式 (121. 9) 和 (121. 10), 速度朽可由式％ = t ^ 2 / ra + 

算.其结果为 

V% : yj *1)[(V2 +1)9+ (Vi +V») 

+ (y 2+1) [ (v 2 - 1) ?+(v ， - 

( 121 . 11 ) 

差值％ — 〃 2 ,亦即 燃烧生 成物相对于未燃气体的速度，等于 

Vj —v 2 —V2[(y 2 — 1)§ + (V2 — Vi) 〜 Ji]/ (Va + l) • 

(121. 12) 

... $ 

①如果 x 4 —2 p ： t *+ g =0, 則 



这里的两个符号对应于：从点 a 可以引两条爆轰绝热线的切线，一条向上，如图114 
中所示；另一条则 向下. 我们感兴趣的悬那条內上的较陡昀切线，罔牝，我们梢应地取 
正号. 
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燃烧生成物的温度可由公式 

c V 2 T l = v \ ly l { y 2 - l ) (12 L 13) 

算出（因为 v 2 = c 2 ). 

所有这些稍稍复杂的公式,在强爆轰波情况下都可大为简化. 

在这种情况下，速度由下列的简单公式 确定： 

Vi ~\/2{ y \~- l ) q 9 Vi — V 2 = vJ ( V 2 + 1)« (121. 14) 

燃烧生成物的热力学状态由下列公式 确定： 

j 

72 T 一 2y 2 g ‘ v 

FTW ， 2 — 〜 (y 2 + l)，I (12 i.i5) 

y 2 二 2( y z — l)q ^ y } vf j 
Pi (v2 + l) c i ) 

如果将公式 (121. 15) 和对应的缓慢燃烧公式 (120. 5) 作一比 


较，我们就会注意到，在的极限情形下，爆轰和缓慢燃烧 
以后的生成物之间温度的比值为 

T ^__ 2 yl 
Tzk V2 + 1* 


这一比值恒大于 1 ( 因为 yz > l ). 

在上面所有基于图114的推论 
中，都不言而喻地假设燃烧的化学 
反应自始至终（即在所有介于原未 
燃气体与最终燃烧生成物之间的中 
间阶段)都是放热的.在大多数情况 
下，这一假设是合理的.但是，从原 
则上说，开始放热而最后阶段吸热 
的反应是可能存在的 （3. 泽尔道 
维奇和 S . B . 拉特涅尔， 1941) .于 



是，首先成为吸热而不是放热的那个中间混合物，就对应于这样一 
杀绵热线,它处于最终燃烧生成物状态所对应的爆轰绝热线的上 
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方(图 115). 

表示爆轰混合物状态变化的任何弦线，必须通过这条中间绝 
热线，所以，对应于燃烧传播速度最小可能值的就由切线 w 
的斜率确定.具有 j > j ^ 的爆轰波，对应于爆轰绝热线上位于6 
点上方的诸点，而且如果 jzrin ， 气体状态就沿着直线 Ofl 
从点 C 变到点以，然后进一步下移到点0 ,此点代替通常的儒盖特 
点而成为自动爆轰所对应的点;这里与通常结果不同的是 f ^ 2 > C lt 

问 题 


设激波是一个对应于儒’盖特点的强爆轰波的前阵面，试确定笔璋激波后 
方气体的热力 学量. ! ^ : 

解： 紧接激 波后方 的是未燃气体，它的状态由点 e 表示,在该点 yjfe 引切 
线(图1 】4 )与画成虚线的气体1的激波绝热线相交/把这介点的坐标表 
示为(?;，由气体1的激波绝热线方程 (85.1), 我们首先得到 

V{_ (vi+Dyi + (vi — l)yi 

(Vi—l)?i + (Vi + l)?i f 

其次有 ( W — 扒) ( Vi - V [)^ j ^ v \ IVl 从 （121.14) 式取外 的值， 铈得 ： 


Pi~Pi 


4 


v r ^v n 一 1 

(yi — l)c vx T 1 } 1 ^ + 1’ 


T[ 


. g 4( y |~ l ) 

c V i (Vi + 1)* 

压力贞对爆轰波后方 压力九 的比值为 




V \ 一 2〜 2 +1) 
Vi Vi + 1 



§122. 爆轰波的传播 


现在来研究在原先静止的气体中爆轰&侉播的一些实陈情 
况.首先研究气体在一端 b = o ) 封闭的: ;: :道中发生爆轰的情形. 
这种情形的边界条件是,在爆轰波(它不影响波前气体的状态）的 

• 〆 考 
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前方和管道的封闭端，气体的速度均为零.因为当激波通过时，气 
体得到一个非零的速度，所以在爆轰波与管道封闭端之间的区 
域，气体的速度一定要减小.为了确定所形成的流动图象，我们 
要指出，在这种情况 F ， 不存在用以表征沿管道 U 方向) 流劫条 
件的长度参数.在§92中已经知道，在这种情况下，气体速度能 
在激波（分隔两个速度均勻的区域）中或在自相似性的稀疏波中 
变化. . 

首先，我们假设爆轰波不对应于绝热线上的儒盖特点，于是，爆 
轰波相对于其后方气体而传播的速度为^2<^2.容易看出,在这种 
情形下，跟随爆轰波的既不可能是激波，也不可能是弱间断(稀疏 
波的前阵面).因为激波必须相对于前面的气体以超过 Q 的速度 
运动，而弱间断则以等于〜的速度运动，于是二者都会赶过爆轰 
波.因此,在上述假设下，在爆轰波后方运动的气体的速度不可能 
减小，即 x -0 处的边界条件不可能得到满足. 

这一条件,只有在对应于儒盖特点的爆轰波上才能得到满足. 
那时于是跟随在爆轰波后面的是稀 疏破. 这稀疏波是当 
爆轰开始时，在^0处形成的，它的前阵面与爆轰 fe 重合 • 

于是，我们得出一个重要的 结果： 

在管道封闭端点火的气体中沿管道传 
播的爆轰波，一定对应于儒盖特点. 

相对于紧随在波后的气体而言，爆轰 
波以等于当地声速的速度 运动. 爆轰 
波与稀疏波相连接,而在稀疏波中，气 
体速度（相对于管道）单调地下降到 
零.速度变为零的点为一弱间断 • 弱间断后方的气体处于静止状 
态（图 116 a ). 

现在来研究由管道的一个开口端向前传播的爆轰波.在爆轰 
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波前面的气体的压力必定等于原来的压力，这个压力显然等于外 

I 

界压力.显而易见，在这种情况下，在爆轰波后面的某个地方，速度 
必将减小.假如在管端与爆轰波之间气体速度不变，结果气体将 
会从管外被吸到管道的开口端 ，•但 这是不可能的，由于爆轰波中的 
压力增大，从而管内的气体压力应当会大于外界的压力.根据与 
前面情况相同的理由，爆轰波必须对应于儒盖特点，所形成的流 
动图象已在图 116 b 中用图解的方式表示出来.紧接爆轰波之后 
的，是具有自相似性的稀疏波，稀疏波中的速度朝管端的方向单调 
地下降，并在某一点上改变符号.这表明，在管端附近的气体向开 
口端运动，并流出管道;气体离开管道的速度等于当地声速，而它 
的压力则大于外界压力.在§ 90中已经看到，这种流动是可能的. 

下面我们来研究球对称的出射爆轰波，它的中心是气体最初 
着火点 （ H . B . 泽尔道维奇，19 4 2).因为在爆轰波前方和中心附 
近,气体都必须处于静止状态，所以,气体速度一定是从爆寒波向 
中心方向减小的.与管道中的流动一样，这里不存在具有长度最 
纲的特征参数.所以，其结果必然形成自相似的流动，只不过是坐 
标无要改为从中心起算的距离『 • 这样，所有的量都只是比值 
的函数. 

若是中心对称的流动 ( tV = v ( r , 其运动方程组 

如下.连续方程为 

dp . 9( pv ) . 
dt + dr + r 

欧拉方程为 


而熵守恒方程则为 
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引用变量 l = r / K >0), 并假设所有的量都只是 S 的函数，就 f 


得到 

(I—= (122. 1) 

(S—(122.2) 

= (122.3) 

其中带撇的量表示对 S 的导数.我们不可能得出〃 =1,因为这和 
第一个方程相矛盾.所以，由第三个方程得知/ = 0,即 s =常数. 
于是,我们可以写出 

y = ( 办 /3 p) # 〆=c V ， 


而方程 (122. 2) 变为 


(I—v)f/=c 2 p7p. 


把 (122.1) 式中的 p 7 p 代入上式，得到关系式 


(i-v) 


2 v 

T 


(122. 4) 


(122. 5) 


方程 (122. 4) 和 （122. 5) 不可能用解析的方法积分，但这两方程的 


解的性质还是可以研究的. 

下面我们即将知道，有上述类型气体流动的区域是以两个球 
面为边界的;其中，外球面是爆轰波波面本身，内球面则是一个气 
体速度为零的弱间断面. 


首先来检验在”等于零的点附近解的性质.容易看出，在” == • 
0的点上，也有 

v^O, (122*6) 

因为当 W 趋干零时— oo ; 所以，当 f 减小到问题中内边界所 
对应的值时必须趋于 + 0 O . 但是，根据 (122. 5), 当 v = Q 


时有 


d\nv _ 2c 2 

H 2 — ” 2 ) • 


此表达式只有当时才能趋于 + CX ). 
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由于对称性，在原点的径向速度必须为零.因此，围绕原点有 
一个静止气体区;这就是 i ~ c 0 球面内部的区域，其中是 v = 0 
良的声速. 


现在求式 (122, 6) 中点附近_数1>(0的性质.由式 (122.5) 有 


do 




2 




(i — v) 2 


1 


就一阶量（例如”， I — C 0 和 c — c 0 ) 而言，经简单计算后可得 
v ^( i - c 0 ) = ( i - c 0 )~-( v - i ~ c - c 0 ) m 根据式 （95.1) , 我们有 


v + c - c 0 = a 0 v , 式中 a 。 为一正常数,即 t ; 二0时,式 (95. 2) 的值. 

* • < 

于是，我们得到下面关于 S — 作为 v 的函数的一阶线性微分 

， • I 

方程' 

. ， • • 

! * 

V dv ^~ C °^^ c o ) = — a 0 v . 

这个方程的解为 

k ■ . • ■ 

S - c 0 = a Q v \ n(^^y (122.7) 

它以傯函数的形式给出了 i = 0 点附近的函数 f (|). ' 

我们看出， 内边 界是一个弱间 断面： 速度连续地趋进于零. 
〆 ?)的曲线在这个点有一条水平切线(如/從 = 0). 这里的為间断 
是异乎寻常 的:一 阶导数连续，而 所有的 髙阶导数都是 无限大 [由 
式 (122. 7) 不雉看出 ]. w = 0 处的比值显然就是边界栩对于 
气体的运动速度;裉据 (122. 6) 式，它等于当地声速,这正是弱间断 
的 速度. 

根据式 (122. 7>,在 z ; 很小时还可得到 

V —C= (1^ —— Co ) —— (V + C —— c 0 ) ’ 

= OSo 2；[ ln (常数 / y ) — 1]. 

幻很小时,这个量是正值，即 I — ”一 C >0, 我们将证明，羞值 ( I — 
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在所讨论流场的任何点上都不能变号.我们来考察某个点 
(如果存在的话)，在该处， . 

i — v~c, v^O. ( 122 . 8 ) 

从式 (122. 5) 可知， 导数 v r 在该点必为无限大，即 


dv 


(122 9) 


经过简单的计算(利用条件 (122. 8) 和 （122. 9)), 可以证明二阶导 
数作/办 2 为 = — 它不等于零.这表明， S 作为办 . 
的函数在所讨论的点 上取极 大值.于是，函数 v ( i ) 只能在 | 小于 
条件 (122. 8) 所对应的值时才能存在,因而此值就是所讨论区域的 
另一个边界.因为 I 一 p—c 只能在区域的边界上为零，并且”值 

很小时,故可断定在区域内部处处有 

, ( 122 . 10 ) 


现在容易看出,所讨论流动区域的外边界，事实上必定是满足 
条件 (122. 8) 的点.为了看出这一点，我们要指出，差值 — v (其 
中的 r 是边界的坐标)恰是边界面相对于其后方气体的速度.然而， 
rft—v>c 的曲面不可能是爆轰波波面（这里必须有 r / Z — 

所以，我们得出结论：所论区域的外边界只可能是满足式 (122. 8) 
的点.在这个边界面上，〃不连续地下降到零，而边界面相对于 
紧接其后方的气体的速度等于当地声速.这表明爆轰波一定对应 
于爆轰绝热线上的儒盖特点①. 

于是,我们得到下述爆轰的球形传播的流动图象.与管道中 
的爆轰相同，球形爆轰波一定对应于儒盖 特点. 紧邻爆轰波后方 
的是一自相似的球面稀疏波，在稀疏波中气体速度下降到零.下降 
是单调的，因为按照式 (122. 5), 导数办/啦只能在时变为 


①为完整起见，我们指出， v 二常数不是中心对称的运动方程的解，因此，爆轰波 
后面不可能为一均匀速度区坺. 
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图]17 


零.气体的压力和密度也是单调下降的，因为按照式 (122.4) 和 
(122. 10)，导数/和 t / 总是具有相同的符号.表示《对 r / «的函 
数关系的那条曲线，在外边界上 f 垂直的切线[按式 (122. 9)], 而 
在内边界上则有水平的切线（图 117). 内边界为一弱间断面，在该 

间断面附近，0对的依赖关系由方程 (122. 7) 给出.在以弱间 

« 

断为边界的球内，气体处于静止状态.但是，静止气体的总质量 
是很小的(参看§ 99末的说明）. 

因此,在已经讨论过的自动爆轰一维传播的所有典型情况，爆 
轰波后方区域的边界条件给出了唯一的爆轰速度，这速度对应于 
儒盖特点(按照 S 121中的论证，该点以下的整个爆轰绝热线应予 
除外).在等截面管道中，如要实现对应于儒盖特点以上那部分绝 
热线的爆轰①，需要借助于以超声速运动的活塞，对燃烧生成物作 
人为的压缩(参看问题 3). 

但是，应当强调指出，这些结论并不是普遍适用的，在有些倩 
况下，过压煬轰波会在爆轰的传播当中自动地发生.特别是当普 
通爆轰波由较粗的管道进入较细的管道时，会形成过压爆轰波 
( B . B . 艾瓦佐夫和仄 B . 泽尔道维奇， 1947). 产生这种现象的原 
因是，当爆轰波到达管道的收缩部位时，它的一部分被反射，因而， 

①这种爆轰波有时称为“过压爆轰因为其中的气体被压缩到比对应于懦盖特 
点的“正常”爆轰波是有更髙的压力. 
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从粗管向细管送动的燃烧生成物，其压力将大大增加(参着“间趨 
4”). 

以上，我们完全略去了伴随爆轰波传播而产生的热损失.如 
象缓慢燃烧中那样，这些热损失会使爆轰无法传播.在管道里的气 
体爆轰中，热损失的原因，主要善热量通过管壁的迁移以及由摩 
擦所产生的气体阻滞.由细长炸药棒爆炸所产生的爆轰，则主要受 
燃烧生成物的弥散所 限:当 棒与燃烧带的宽度相比显得太细时，一 
部分物质在反应发生前就弥散开来，从而使爆轰的传播成为不可 
能 00. B . 哈里顿 ,1940). 

在接近爆轰可以传播的板限条件下，人们观察到一种 所谓螺 
旋爆炸 的罕见 现象.根据 K . H . 谢尔金的研究，螺旋爆轰中沿胃 
道传播的激波不再是轴对称(通常接近于平面)型的，而是随着激/ 
波沿管道移动，它还绕着管轴旋转.当气体通过激波时，点火主要 
发生在激波阵面上一个偏心的且螺旋式地移动着的曲线上.螺旋 
爆轰至今还没有定量的理论® 

4 

1 

问 趣 

问邏 1. 设爆轰波从管道封闭端沿管道传潘，试确定此时气体的流动. 

解： 设爆轰波相对于波前的静止气体的速度为其相对于紧接波后的 
巳燃气体的速度为外，这两个速度，可借助于公式和 （ d . 12)，以温 
度!^表示. h 也是波相对于管道的速度，所以，波的坐标是爆轰波 
面上的燃烧生成物(相对于管道）的速度是巧一〜 • 速度 W 等于当地声速. 
因为自相似稀疏波中声速与气体速度》的关系为 

C —c 0 1)»> 

我们有 ' 


①凡 泽尔道维奇曾作定浊 沿讨论（参看 Comptes Rendus de V Academie 
des Sciences de VXJRSS,52 9 147 f 1946). 
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』 - 
Vt^c 0 +Y (V2— 1) (” 1 — 外 )> 

因此得 

C 0 - 去 (y! 一 1)^1* 

又由 （ m . 14) 式，而知强爆轰波的 Ca 不过是 

_ 1 
Cd - — 

£i 


量 c D 是稀疏波后边界的速度.在两个边界之间，速度线性地变化 (图 116 a ). 

j 

问 « 2. 与问題1枏同,但管道的一端改为开口端. 

▼ » 

解： 速度％和化的求法句上题一样,所以也相同.但是，现在稀疏波 
不是扩展到《 = 0的点，而是延伸到管端 Or =0, 图 116 b ). 由公式(92.5)， r/t 

= ^+ c , 可以看 出气峰 以等于当地声速的速度 w =- c 流出管道的开 口端. 
令 — v = c ~ c 0 + y ( V 2- D ^ 于是，求得气体的流出速度为 


[一 ”]**。 5 * 


2c 0 


(o) 


强爆轰波的这一速度为 v ,/( y 2 + l ). 

问題 3. 与问題1相同，但管道的封闭端是一个以恒定速度 a 开始向前 
运动的活塞. 

解： 如果气体中速度分布的形 
状如图 118 a 所示.气体速度从^巧处 
的 — v 2 ， 戚小到 ar /< =<?。+ (y + l ) f //2 处 
的 c 。 的值和前面相同.然后跟随着一个 
气体以均勻速度 " 运动的区域. 

但是，如果">化，爆轰陂就不可能对 
应于儒盖特点（因为那时活塞将赶过它).在 m 118 

这种情况下，出现过压爆轰波，它对应于绝热线上懦盖特点上方的某 个点. 
该点可由下述事实来确定，即爆轰波中的速度间断必须等于活塞 速度： 
v l - v l =^ U . 在爆轰陂与活塞之间的整个区域内，气体以均勻的速度 V 运动 


( b ) 



(图 118 b ). 

间應 4. 设有一完全刚性的壁面，当垂直入射的强平面爆轰波从壁面上 
反射时，试确定壁面上的压力 （ K * n •斯坦纽柯维奇， 1946). 
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' 解： 当爆轰波人射到壁面上时，就形成一个反射激波，并沿着相反方向 
在燃烧生成物中传播.本问题的计算完全类似于§郎;中的问题 1. 使用相同 
的符号，我们得到三个关 系式： 

ViiVx — Vi ) == iPs — Pz ) — 

Vi- Vz 

1 * BMW ■春 

Vi V2+1 

^3_ (y&4~l)j>z+ (V2~l)y$. . 

Vx (V 广 l)?2+(V2+l)Ps ’ 

这里, h 比 h 小得多，故略去但〜和朽属于同一量级.消去比容，得到 
的二次方程,并取大于外的那个正根,便有 

a 

Pa —5外+ 1 + n / 17 y 妄牛 3 y 2 +! 

4 y 2 

应当指出，这个量与 v 2 几乎无关,当 y 2 Mi 变到~时，它从 2. 6变化到 
2. 3. 


§ m 不同燃烧方式之间奶关系 


§121中已经 指出： 爆轰对应于燃烧过程的爆轰 逢热线 上部的 
一 些点. 因.为绝热线方程只是质量、动量和能量守 恒定棒 (应枏千 
燃烧气体的初态和终态)的结果,这就清楚地表明，对牛任何可以 
将燃烧带看成是某神间断面的其它燃烧方式籴说，表示皮应生戎 
物状态的点一定落在同一条曲线上 • 现在，我们来说南曲鉍萁余 


部分的物理意义. 

过点 ( h ,6)( 图 II 9 上的点 1) 引竖直和水举直线 M 和11， 

- • « 

又作绝热线的两条切线和 1 这些直线与曲线的交点或切点 
A , A f 9 0 9 0 f 9 将绝热线分为五部分 • 我们已经说过点以上的 

部分对应于爆轰.现在研究曲线的其它 部分. 

首先，容易看出，线段乂，没有物理意义，因为在该线段上， 


p 2 > p ^ Vz > Vu 从而使质量通量 




P 2 ~Pl 

F !_ F 2 


♦ m • 




围119 


成为虚数攀 

在接触点 o 和上，导数 Ki 2 )/ 办2为零;在§84中已经证 
明,在这样的点上, V z / c 2 = 1，且 d ( i ? 2 / c 2 ) fdf 2 <0 - 由此可见，在接 
触卓的上方,外和》<1,而在其下方，则有外/〜>1•采用§似中 
对0点上部曲线那样的做法，考察一下对应的弦线与切线的斜率， 
容易得出〜与 Q 之间的关系 • 结果，对于绝热线的不同曲线段 

有下列不等式 成立： 

0 点以上部分 v ,> c „ t ; 2 < c 2 , 

在 上 Vi^>Czp 

在 上 Vi <€ t , V t < C 29 

C 点以下部分，外 > c 2 . 

在点 0 与 O ' 上， v 2 =： c 2 . 当 趋于点 2 时， 通量 j 趋干无限大 ，因 
而速度%也趋于 无限大 • 但是，当趋于点 A 时 d 和速度 

…均趋于零. 

在§ 84中，我们曾研究过激波相对于其平面垂直方向上的无 
限小位移的稳定性 • 已经知遺，这种稳窀性依赖于确定忧动的参 


(123.1) 





数个数与扰动在间断面上所须满足的边界条件个数之间的 
关系. 

所有这些研究，都可以应用到这里所讨论的间断面上，特別是 
§ 84中，图47表示的关于扰动参数个数的计算，对式 (123. 1) 的每 
一种情况依然是适用的.唯一的差別是 :在不 出现爆轰的燃烧中, 
传播速度仅由化学反应的性质以及从燃烧带向其前方冷气体传热 
的条件确定.这就表明，通过燃烧带的质量通量 j 是一个给定的 
量(更准确地说,是未燃气体1的状态的给定函数），而在激波或爆 
轰波中, j 却可以为任何值.由此可知，在不出现爆轰的烧带间 
断面上,边界条件的个数比激波上多一个，即要加一个¥ i 具有给 
定值的条件.于是，一共有四个条件，现在可用§ 84中那榉的方 
式断定:只有在^,<0,,〜的情况下，间断面才是绝对不稳定 
的，它对应干绝热线上 V 以下的点.因此，这一部分曲线不对应 
于实际上可以实现的任何燃烧 方式. 

在绝热线 A f 0 f 段上面，速度 仏和〜 都是亚声速的，这一段 

对应于通常的缓慢燃烧.燃烧传播速率的增大 ，即 j 的增大，对应 

•* > * 

于从，点(这里向 0' 点的移动.当 j 充分小，即传播速度 

4 * 

9 

远小于声速时，对应于 I 点(这里的公式 (120. 5) 是成立 
的.点对应于这种类型的“最快的” 燃烧 • 我们将讲一讲符合 
这种极限情况的公式. 

与0—样，点 V 是曲线与过点1所引切线的接触点 • 所以， 
只要适当改变符号[参看式 (12 L 9) 的脚注]，就可以从关于点0的 
公式 （121. 8) — (121. 11) 直接得出关于点7的公式.在关于 h 
和〜 的公式 ( m . 彡)和 (1 2 1. 11) 中，我们改变第二个根号的符号, 
于是，关于 A —〜的 表达式 (1 M . 12) 的符号也要发生变化 • 如果 
”，取它的新值，公式 (121. 10) 的符号则 不变. 如果反应热很大 (9 

所有这些公式都大大简化.这时得到 
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r _ y.i v jli _ .. — /2(v 2 —1 )《 

Vl H -V-y 2 + l ， 

&=— — , C v T 2 = 2g - 

Pi ?2 + l 2 V2O2 + I) 

' 这里，必须作下列 说明： 我们已经知道，在封闭管内的缓慢燃 

烧中，在燃烧带的前方一定会形成激波.当燃烧传播速度很大时, 

' r - . - - 

这是一个强激波，因此，它对进入燃烧带的气体状态有相当的影 

導 fc ，， • • • • • . •， 

响.所以，严格地说，若令未燃气体的状态％, 6保持不变，则无 

^1 

从研究燃烧方式随速度增加的变化.为了达到点 0', 必须创造一 

. • * • . •• 

种不形成激波的燃烧条件.例如，可以在两端并口的管道里实现 
种燃烧，这时，在管的后端有燃烧生成物不断排出.排气速率必 

: ‘ > • • • . • < - _ • 。 • i.. 

须便得燃烧掊保持静止，这样就不致午形成激波. 

当传热效率很髙时（例如,辐射传热)，值原则上可以超过点 
0 , 所对应的值.这样形成的燃烧方式必须对应于绝热线段上 
的点,因为根据与爆轰相同的理由，对应于点0上方的燃烧，一般 

J r - ■ i f * 

• • k . 

说籴是不会自动产生的. 

• > - •• - 

‘通常的€慢燃烧可以自动地变为爆轰.这种转变是由于火焰 

的加速产生的，而火焰的加速又引起其前方激波强度的增加，直 

' - J 

到挙波变得足_强，以致能把通过它的气体 点燃. 这种火焰自动 
加速的 机理尚★清楚,管壁引起的火焰湍化可能是重要起因 （K. 
N. 谢尔金).也可能是由于气体与管壁相摩擦而使火焰 阵面弯 

^ . j • - .• > % 

曲,从而使火焰的定常侉播变得 充稳定 (H.B •泽尔道维奇). 

' 最后，木妨磕请注意 :在对 应于绝热线上部和下部的燃烧方式 
之间, irr 术等式 (123.1) 所包含的差别之外，还存在着下述具有 

■ j 

S ^ - . 

普遍 tt 的.差别.在4点乏上 ，外 >》!，就是说，反 
应生成物的压力与密度大于原来气体的压力与密度，并且在燃烧 

阵面之后以速度%运动.但是，在点4以下的区域内，不等 

- ^ 

号应反 过来： V2 < p i9 ^ 2 > V lf v 2 > v lf BIT 燃烧生成物不如原气伴 

• 3 J 6 ^ 

• - ♦ , 


(123； 2) 


U5 
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§ 124. 凝结间断 

在爆轰波和挤谓凝洁间断之间，存在着形式上的相似性;凝结 

♦ 

间断发生在(例如)含有过饱和水蒸气的气流中.间断是蒸气在一 

个非常狹窄的区域内非常迅速地突然凝结的结果，该区域可以看 

，• •• • * . 

成 7 &分隔原来气体与含有凝结蒸气(雾）的气体的一个间断面(即 
凝结间断).应当着重指出的是，凝结间断是一种独特的物理现 
象，并木是由于气体经过普通激波的压缩而产生的；普通激波的压 
缩效应不可能导致凝结，因为激波中压力增大对过饱和度的影响 
小子温度升高的影响. t . 3 .别连基 （1945) 最先从理论上对凝结 

间断进行了研究. 

与燃烧类似，蒸汽凝结是一种放热过程.人们以每单位质量 
气体中蒸汽在凝结 时所释 放的热量表示反应热 g ①.对于未凝结 
原始气体的给定祆态 h 来说，将内表示为 F 2 的函数的凝结 
绝热线，具有与图119中所示的燃烧绝热线相同的形状.对于凝 

声 ¥ 

结绝热线上各个不同部分来说，间断面传播速度与声速〜， 
之间的关系，由不_式(1 2 3.1)确定.但并不是不等式 (123.1) 

所列举的四种情况都有可能实际发生. 

首先，产生的问题是,凝结间断对于沿该 间簖面 垂直巧向上的 
小扰动是否稳定，在这方面，凝结间断的性质与燃烧带的性质完 
全类似._们已经知道（§〗 23 )，在稳定性方面，燃烧带与 普通激 
波有差别，因为燃烧面上存在一个必须满足的附加巧件 (通量 ） 具 
有给定的值).在凝结 间断的 情况下，也有一个附加^件：间断前 

①严格说来，这反应热 g 并不就是通常所说的凝结潜热，因为在凝结带中所发 
生的过程不只是蒸气的等温凝结，而—般还有气体温度的 变化. 但是，如果过银和 

度不是太小(这一条件通常是辟到满足的)，这种差别是无关紧要的. 

^ H 7 • 

V 



方气体 1 的热力学状态必须是蒸汽开始迅速凝结的状态①.因此, 


立刻可以断定 ，点仏 以下的整个绝热线，即 Vl < Cj , t ； 2 > C 2 的那一 
部分，应当予以排涂,因为,它不对应于稳定的间浙面. 

不难看出，满足 〃2< C 2 的对应于点0以上部分的间断， 
实际上也是不可能发生的.这样的间断面，应当是相对于其前方的 


气体而以超声速速度运动，因而它的存在不会影响前方气体的状 
态.干是,间断一定会在 某个由 流动条件确定的曲面 上形成 ，也就 
是说，在这个曲面上应当满足连续流动中快速凝结开始出现所必 
霈具备的条件.另一方面，在此情况下间断面相对其后方气体的 
速度应当是亚声速的;而一般说来，亚声速流的方程不存在这样的 

解: 它要求在一个给定的曲面上,所有的量取规定的值 

♦ ’ ■ 

因此，只可能有两种类型的凝结间断 •.（1) 超声速间断(绝热 

零 

线的段)，它有 

V l >c lf v 2 >c 2 , p 2 >p lf V 2 < V t , , (124.1) 

凝结时包含着压缩; （2) 亚声速间断(绝热线的，化段)，它有 

Vi < c , , v 2 < c 2 , p 2 <Pi, Vz > Vi , (124.2) 


凝结时包含着稀疏 • 

沿着 A f O f 通量值少从 1 C 这里 j =0) 到 W 单调地增加， 

• » . 

而沿着40段,则从 4( 这里 j 二 W ) 到0单调地减少.在对应于点 
0 与点 c 的 j 值间的范围(对应于速度 q = 具有相应值的某 
一范围）内是“禁区”，在此范围内，不可能产生凝结间断.凝结蒸 

气的总质最和原气体的质量栢比,通常是很小的..所以,我们可以 

\ . - 


①这一条 件给出了气体1的压力与温 度的 关系. 

• ②类似的推论对合速度垂直于间断面的 分量〉 为超声速的情况也适 
用. 

为避免误解，必须指出，实际上可以由一 个具有 仍的真正凝结间断， 
紧 接一个 产生亜声速流的激波，来樓拟具有仍的凝结间断(当蒸气含最和 
r 生流动的表面形状满足一定的条件时)， 





将气体1和气体2两者都看成是理想气体；由于同样的理由，两种 
气体的比热可以假 t t 相等.这样，点0的 巧值就 由公式 (121. 9) 
确定，而点夕的值可由将第二根式改变符号的同一公式确定. 
设 ri = y 2 = r 和 d 我们求得禁区的％值为 

++(v 2 -1) 殳 - >y^-(v 2 - 1)7< 幻 1 

I- 去 (v 2 —l) 《 + 、 /|(v 2 —1)7. (124.3) 

> 

问 题 


假设试确定凝结间断中压力比八 / a 的极限值. 

M : 灰凝结绝热纟查的段上（图11 9 >,比值从仏到1单调地， 
增大，取此范围内的值为 



在段上，这一比值从4向0增大,取此范围内的值为 



1+ ¥ 嗜 <1+ 









第十五章相对论流体动力学 

§125. 能 童-动 董张量 

相对论流体运动方程的建立具有十分重要的意义.考虑相对 
论效应之所以必要,不仅是由于流体的宏观运动速度可以很大(与 
光速相比），而且也是由于流体中粒子的微观运动速度很大，这道 
理以后会明白. 、 

首先必须确定运动流体能量-动量四维张量 Ta 的形式① .通 

■ V 

过物体面元的动量通量就是作用在该面元上的力.因而 I〆 /? 

是 作用在面元上的力的 a 分量 ②.我们来考虑流体中某个体元， 

♦ 、 

并采用这样的参考系，即该体元在这个参考系中是静止的（“固有” 
系).在这样的参考系中，帕斯卡定律成 立;. 流体的给定部分所承 
受的压力在各个方向上都大小相同，且垂直于它所作用的面积.因 
此 ，我们可写出 T a , df ^- Pdf a 9 由此得③= • 

对于在固有系中的给定体 X ,表示动量通量密度的分量 TV 为 
零.分量？ V •是 流体的固有内能密度，本章中用 e 表示. 


① 本章中的符号与 Classical Theory of Fie!ds P Addison-Wesley^ Press, 
Cambridge(Mass.),1951( 中 泽本： JL 瓦 •朗道, E.M. 架弗席兹著,《场论>，任朗、袁 
炳南译，人民教育出版社， 1969). 第十和十一章中所用的符号相同.拉丁字母附标 

…取值 0,l,2,3;<z° = c « 为实时坐标.希腊字母附标…取值1,2,3•度 
规张量由间隔的表达式一给出，以的伽利絡值为 gn ^ giz = g ^^ l , g ^ 

=-i 如 

② 请记住，在伽利略坐标中，是能;2:帘度，而 = 
是动: i： 分量密度；量=7^ - 把组成动量通 置密度 张量. 

③ 我 们把所 有的表达式都^成协变形式 ，因为当存 在引力 场时，即在广义相对 
论中，我们将用这种 形式. 
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f 


子是在固有系中，给定的那部分流体的能釐-动量张羞为 

• • • • 



\ 

( 125 . 1 ) 


现在不难求得任一参考系中能量-动量张畺的表达式.为此, 
我们引进流体四维速度沪.在有关的体元的固有系中， W 维速度 
分量为的表达式为 


… ( 125 . 2 ) 

在上述 m (值下，它化为 (125.1) 式，这里为每单位体积的 
焓®.这就是所要求的能量-动量张量的表达式. ' 

三维形式的分量是 

. ^ • • • 4 



非相对论的情形，是指流体速度很小 而且流体 粒子的 
内部(微观）运动速度很小的那种情形.应记住> 在过渡到极 限橋' 
形时， 相对论内能 e 包含着流体粒 子的静止能量 w 是单个 
粒子的静止质量）还应记住，’粒子密度 n 是指单位固有体积的 
量； 但在非相对论的表达式中，能量密度是指实验室参考系中单位 

， • , • V 

①在本章的所有公式中，各个热力学董，都应理解为各该量在有关的泣体元的 
固有系中的值 • 诸如内能、焓和熵等这样的量，都是指单位固有体积的量，弁分别用 
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体积的釐，有关的流体元在这种参考系屮是运动的.斯以 在极限 
情况下，应作代换 

p —■ jf^v 2 c 2 9 

式中， P 为通常的非相对论的质量密度.非相对论的能量密度 P 
和压力，与 pc 2 相比都是小量. 

于是我们得到的极限值为 pc 2 + Pf + | p 〃 2 , 就是说，它为 

PC 2 加上非相对论的能量密度.张最所对应的极限形式是 
卿 〆 Pd 对 , 即它应与在§ 7中记作的动量通量密度的普通 
表达式相同 • 

相对论的动量通量密度一同时又是能量通量密度 X 除以 

C 

C 2 ). 但在非相对论的极限情形下，这个简单关系不再成立，这是 
由于非相对论的能量并不包括静止能量.事实上，我们有 

— =P^a+p-^ />(+? + +〆). 

由此可见，动量密度的极限值恰好为 P 〜，这是理所当然的；关于 
能量通量密度 一 在略去项后,我们有表达式 ( p<r +少+ 


P < K , 这与§ 6中所得结果一致. 


126. 相对论流体动力学方穩 

- 

运动方程包含在 

t 

奶 — 0 

dx k ^° 

(126. 1) 


之中，上式表示张量所在物理系统的能量和动量的守恒律.利 
用的表达式 (125. 2), 可得流体运动 方程； 但还必须利用不包 
含在 (126. 1) 之中的粒子数守恒律. 
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我们来 拖€ 占达流体的粒子数守恒的:连续方程.为北,利用 
粒子通量四维矢量其时间分量是粒子的数密度，而三个空间 
分量则形成三维粒子通量矢量.显然，四梟矢量V应与四维速度 

； • ^ • : 氣 .• 

V成正比，所以 


n ^ nu 、 (126.2) 

这里 w 为标量； 由 w 的定 义可明 显看出，这个标量就是下述这种参 

考系中 粒子的数密度， 在该参考 系中，所讨论的流体体元是静止 

■ ^ - 


的①. 


令该通量叫维 矢發的 四维散度为零，即得连续方程②: 

• \ 


oim^) 

••• 

dx l 



(126. 3) 


现在回到方程 (126.1). 对能優-动董张董的表达式 (125- 2) 


进行微分,我们得 

2T\ 

dx k 


Ui &^ +wu ^ 




^37 


dx k 2x x 


o _ 


( 12a . 4) 


用 v 乘这个方程，即把它投影到四维速度的方向上去.因为 w 


-1；«, 


du { 

dx k 


0,所以得 


9(wu k ) k dy _ 0 


dx 


我们可以把这个方程改写为 


9 /to 


dx 


nu 


)~i 


dp 
n dx k 


nu k =0 t 


再利用连续方程 （126. 3), 便得 



① ，在很髙的温度下，物质里面可能会 形成新 的粒子(例 如电子 興)，、所以 各种粒 
子的总数要发生变化。在这种惜况下，《必须理解为（洌如）所有的电子偶都淫没以后 

剩下的电子数 . 

② 请对照电动力学中的连续方程 ^ T：ie Classical Theory of Fields ， §4-4) 
( 中译本： jt • 几朗道 , e,m • 栗弗席兹著， < 场论 》 ， nr: 朗、袁炳南译，人 ]^ 毅 # 出版社， 
1969,§28% 
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nu k 



9p 1 

( 


0. 


不过 ,1 知为物质的分子比容，而切 /» 为物质每个粒子的焓.所以 


由热力学恒等式«)-#= 此式中是温度，而 a 是 

每单位固有体积的熵)，有=0,或 

^-.(^.)^0 (126.5) 

ds\n / 


这里，导数是沿给定流体元的世界线取的. 

利用连续方程 （126. 3), 方程 (126. 5) 也可写成熵通量 a # 的 

pq 维散度等于零的 形式： 

= 0 . ( 126 . 6 ) 


这两个方程表明流动是绝热的；能量-动量张量 （125. 2) 并未考虑 
内摩擦和导热过程,就是说，我们考虑的是理想流体. 

cfpk 

现在，我们把方程 (126. 1) 投影到垂直于 V 的方向上.矢量$ 

nrpJc 

的这一投影显然等于此 式与沪 的标积等于零.经 


简单计算后，可得方程 

dp k dp 

— t ：— — ~ •一 • UiU 16 —— 

dx k 9x 9x k 


(126. 7) 


这个方程的三个空间分量是欧拉方程的相对论推广(时间分量是 
其它三个分量的推论). 


作为有意义的应用，我们来研究具有相对沦状态方程的物质 
(即其中压力与包括静止能量的内能密度是可以相比较的)中声音 
的传播.声波的流体动力学方程可以线化；从运动方程的最初形 

产 • 

式 (12 e . 1) 出发较为方便，而不从它的等价形式 (126. 6), (126. 7) 
出发.将能量-动量张量分量的表达式 (125. 3) 代入 (126.1), 且仅 
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保留与波幅为同阶小畺的项，我们得方程 

de, 一則 芸！?一—▽/， 


9t 


c l 2t 


这里带一撇的表示该量的可变部分.消去 V ，即得 


9 2 e f 

'W 


(126- 8) 


c 2 Ap ’ ， 


最后，令，可得^的波动方程，式中声速为 


u=c M)j 


(126. 9) 




这里下标“绝热”是指在绝热过程，即指在不变的过程中取导 

数^这个公式与相应的非相对论表达式的区别，在于这里用 e / c 2 

， •• * a 

代替了质量密度 . / 

在超相对论情况下，任何物质的状态方程均为？： 

O 

* /■•••• * 、 

速 = 3,其大小为光速的 x / 3分之一. 

• 4 

最后，我们简要地讨论有引力场情况下的流体动力学方程•只 
要将方程 （126. S ) 和 (12 S . 7) 中的普通导数换成协变导数/即得这 


e . 因而声 


些方程: 


ton 


B 




UiU 




9x 


0. 


(126 - 10) 


由这些方程可以导出引力场中的力学平衡条件.在平衡情况 
下，引力场是静止场；我们取一个参考系，使物质在其中是静止的 


u 


0. u 



9 oo 


,所有的量均与时间无关，而度规张量的混 


合分量为零 (5^ = 0). 因而方程 (126.10) 的空间分量给出 


wTIqU^uo 


办00 


2 ^00 


dp 


或 


1 dy 
tv dx a 


9 


dx 


V — (ho 


( 126 . 11 ) 
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这就是所要求的平衡方程 . 在非相对论的极限情況卞， vy ^ pc \ 
一穿。。二1 +鉍 W 为牛顿引力势)，因而方程 (126. 11) 变为▽欠= 
一 PV 小, 即普通 的流体静力学方程. 


问 


问趣 1 . 忒求描述一淮非定常简单波的相对论流体动力学方程的解. 

解：在简单波中，所有的量都可表示成这些量中其它任一个量的函数 
(参看 § 94 ). 把运动方程写成下列 形式： 


^^00 | ^-^01 — A 01 f II — n 

c9t ^ 9x c9t 9x 


( 1 ) 


并考虑到 T ^ T nf T n 互为函数，我们得 


dT „ dT u ^( dT^)K 

这里—应把抑代入上式，并利用 W 
一 w 〗=— 1; 为方便起见，引进足以使 Wo=cosh7? 和?^ = sinhrj 成立的参数 
^7，得 


arctgh—— dr — f— 
c c J w 




式中， w 是声速.其次，由 （ 1 ) 得 


9 J^^ c iTiL 

dt dT 0Q 


计算这个导数，最后得出 


l ^±^2 f / o ) 


( 3 ) 


1士 


1 


公式 ( 2 ) 和 ( 3 ) 就是所要求的解. 

问题 2 . 试求伯努利方程的相对论推广. 

解： 作定常溁动中，所有的量均与时间无关.方程 （ 126 . 7 ) 的空间分量 
为 


f =( c ；- V >- r ^ 


1 一 


2 



I ■ - - 


C l ^Jf 


( v ^ yp ) 


1 — 


2 


用乘这些方程求标积，并利用在等熵 a/ 7 i 情況下的关系式 d ( e / n ) 
一㈣( 1 /«)，最后得 


镳 


32$ • 


V 



由此可知，沿任一流线，量 




保持为常数•当 tK < c 时,这就变成普通 的伯努 利方程 
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v z = 常数 . 


问题 3. 试求势流的相对论推广 （ H . M •哈拉特尼可夫 ，1954). 

解：等熵流动时, = 常数，因而 
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于是运动方程 （126.7) 变为 
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或这里， 
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这个方程对应千势流的解就是那些满足 0^ = 0 的解，即 
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、在非 柑对论的极限情况下，此式給出普通的势流 条件： v 产9小!9/. 

若是定常流动，由 a ) 得伯努利 方程： 在整个疏炀中 ■«/» 〒常数. 


问题 4. 试求相对论流体动力学中的激波绝热方程和激波前后气体速 
度的公式 （ A.H • 陶伯 ， 1948). ,， 

. > I ■ ™ 

稃： 我们采用这样一种参考 1 系来研究间 断面： 令向 铕面在&参 考系中 

是静止? 的. 并取矿轴 U 轴)垂直于间断平面，即沿气体速度的方向 • 能景 
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和动摄通量密度的连续条件为 
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由这狴条件不难求得激波两侧气体速度的表达式如下 多， «,^= 

sinh 彡， u 0 ~ — cosh 彡）： 

% 

I Ha ^2+?t) *^ = / ( 灼一 yOOi+h) / 3) 

c V (e z — e t ) {e^^rfi) f c V (e z — e\) 

这里 K 标 1 和 2 表示对应午间断面两侧的量.两侧气体的相对速度由相对 
论的速度加法律 给出： 


yt ~ v 2 /(Pi-Ptiez-^t) 

卜學 ▽(_)(_)• 


(4) 


在非相对论的极限情况下，令 eSmch -^ yTO 7 是比容)， p 与 e 比较可略 
去，千是，公式 (3) 和 (4) 变成 (82. 6) 和 （82. 7). 在超相对论情况下 , p = e /3, 
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由式 (3) 得 
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随着激波强度之增加 Vl 趋于光速 c , 而 W 趋于 c /3. 

为了求得激波绝热方程,除 (1), (2) 外,还要补充以粒子通 蚤密度 的连续 
条件： 
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从 （1),(2) 和 (5) 中消去各个速度,即得所要求的 方程: 

L(h)(S 皆 0 

在非相对论的 ft 限情况下,这个公式变成 (82. 9八 
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§127 - 耗散过程的相对论方程 


有耗散过程(粘 性和导热)的相 对论流 体动力学方程 的建立 


可归结为能最-动量张《和粒子通量密度矢量中那些附加项的形 
式的确定.兹分别用1^和仏来表示这些项，可写出 


T ik ^P9 ik + + ( 127 - 1 )" 
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rii =nu t - \-v { . 

运动方程仍然包含在下式 之中： 


(127. 2) 
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但首先必须更仔细讨论速度本身的槪念.在相对论力学 
中，能量通量必定与质量通量有联系.因而，当有(例如）热通量 
时，用质董通量密度定义的速度（像在非相对论&体动力学中那 
样)就没有直接的意义.现在，我们按以下条件来定义速度: 
在任一 给定流体元的固有系中，这个流体元的动量为零，而它的 


能畺可通过其它热力学量表示，所用的公式，与没有耗散过程的 
情形用的相同 . 这就是说，在固有系中，张量•的分量 r ⑽和 
r 0 a 为零；因为在这种参考系中还有 V = 于是，我们得到（在任何 
参考系中）的张量方程为 


= 0. (127. 3) 

对于矢量 a , 类似的关系 

VjW * =0 ( 127 . 4) 

必定成立，因为按定义，在固有系中粒子通量四维矢量“的分量 


必须等于粒子 数密度 1 

根据熵增定律的要求，可以确立所要求的张量和矢 量〜的 
形式.这个定律应包含在运动方程之中(其方法，与§ 2中根据这些 
方程求理想流体的等熵条件时所用方法一样).通过简单的变换， 


利用连续方程,容易求得方程 
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式中 ， p = ( w — T <7)/ w 是相对论的化 学势. 最后，利用关系式 
3), 可将这个方程改写为 
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左边的表达式应是熵通量的四维散度，而右边的表达式应是 
由耗;攻过程引起的熵的增加.于是，熵通量密度四维矢暈为 
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T 


(127. 6) 


而 ?P 应是速度梯度和热力学量的线性函数，这样，使得方程 
d 5) 的右边一定是正的.这个条件，连同方程 (127. 3) 和 (127. 

4 

, 就唯 一确定了四维张量和四维矢量 h 的 形式： 
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这里^和 S 是两个粘性系数， 《 是热导率，其定义与非相对论中 
的定义相符. 

特别是，纯导热对应 T 没有粒子通量时的能量通量.没有粒 
子通量的条件是 n« a + v a = 0; 因而，在保留梯度一阶项的范围内， 

能量通量密度为 
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用热力学恒等式 
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我们求得能量通量为 
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可以看出，在相对论导热的情况下，.热通量不是简单地与温度樣度 
戍」 E 比，而是与温度梯度和压力梯度的某个组合成正比, 
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第十六章超流体动力学 

§128. 起流体的基本性质 

当温度接近于绝对温度时，在流体的性质中，量子效应开始显 
得重要了.在自然界中,只有一神物质在绝对零度时仍旧是流体, 
那就是氨；所有的其余流体，远在量子效应变得显著之前就凝固 
了.在温度为 2.19 K 时，液态氦有一个2点(第二类相变)；在温度 
低于该点温度时，液态氦(氨 II )有许多异常的性质，其中最重要 
的性质是1938年由 IL JI . 卡皮査发现的超流 动性. 这是这样一 
种性质，即流体在狹窄的毛细管或缝隙中流动时，并不呈现粘 
性①. 

Jl . R . 朗道 (1941) 建立了超流体的理论.本章将要讨论的，只 
是宏观描述超流体动力学性质的那部分理论. 

氦 II 的动力学基础是下述微观理论的基本结果②.当温度 
不等于零时，氦 II 宛如两种不同液体的混合物.其中一种是超德 
体，在沿固壁运动时不呈现出任何粘性.另一种则是正常的粘性 
流体.非常重要的 是:在 这两部分流体的相对运动中，它们之间不 
出现摩擦力，即动量没有从一种流体转移给另一种流体. 

但是，应该很明确地指出，之所以把液体当作正常部分和超流 
体部分混合物来考虑，不过是为了对那量子效应显得较为重要的 


① 只有一种氨的同位素足超流体.液态同位素 He 3 不能成为超 流体. 

② 参看 Statistical Physics, Pergamon Press , London, 1958, §66，§67( 中译 

本: XJl . 朗道, E . M . 栗弗席兹著, < 统计物理学 > ，杨训恺译,人民教育出版社,1979, 

§66, §67), 
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流体所产生的现象能有一种方便的描述.有如以经典术语对量子 
现象所作的描述一样，这种描述并非完全适用的.实阮上应该说， 
像氦 II 这样的量子流体，能够同时进行两种运动，每一种运动都 
有它自己的“有效质量”（两种有效质量之和等于流体的总质量). 
这两种运动之一是正常的流动，即具有像普通粘性流体运动一样 
的性质，而另一种则是起流体的运动.两种运动之间，不发生任何 
动量转移.在一定的意义上，可以说成流体的起流体部分和正常 
部分，但是，这决不意味着流体在实际上可以分成这样两个部分. 

关于氦 II 中现象的真实性质，只要小心地注意到 J : 述约定, 
我们就可以采用流体的超 流体部分和正常部分 这样的术语，以便 
对这些现象作一个方便简明的描述.但是，我们宁愿采用更为确 
切的 术语： 起流体流动和正常流动 ，而不把这些术语与流体“两部 
分混合物”的成分联系起来. 

有了上述两种流动的概念，我们就能够对所观察到的氦 11 的 
主要动力学性质作出一个简单的解释.当氦 II 沿狭窄的通道流 
动时，不呈现出粘性是无摩檫超流体沿通道流动的结果； 可 以说， 
那部分正常流体停留在容器中，它以缓慢得多的速度流过通道，其 
速度决定于它的粘性和通道的宽度.另一方面，根据浸没在氨 II 
中圆 盘扭转振动的阻尼来测量氦 H 的粘性系数，则得出非零的 
值；圆盘的转动引起它附近的氦 n 的正常流动，这种流动由于其 
所具有的粘性而使圆盘停止 下来. 因此，在通过毛细管流动的实 
验中，可以观测到超流体流动.而在氦 n 中的圆盘转动的实验 
中，则观测到正常流动.当充满氦 n 的圆筒容器绕自身轴线转动 
时，可以特别清楚地看到这两种流动的存在.转动的圆筒壁面引 
起正常流动，同时只带动一部分流体一起运动，而超流体部分仍旧 
处于静止状态.所以，转动容器的总转动惯量/小于假设全部流 
体随容器一起转动所计算出来的转动惯量心,只要测量比值 Uh ， 
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k 可马上求出正常流体和超流体各占多少 . 

除了 不呈现 粘性外，超流体流动还有另外两个重要的性质，即 
超流体不传热，并且总是势流.这两个性质也可以从微观理论得 


出，根据微观理论 
们可以回顾 一下: 


/ £常流动实际上是一种“激发气体”的流动（我 
量子流体中原子的集合热运动可以看成是一个 


激发系统，这个系统表现得像在流体所占有的体积内运动的准粒 
子，并且具有确定的动量和能量). 

氮 II 的熵 由基本 激发态的统计分布确定.因此，在任何一种 
激发气体处于静止状态的流动中，不存在宏观的熵传输.这意味 
着起流体流动不包含熵的传输，所以也不传热.由此得知，氦 n 
的超流体流动在热力学上是可逆的，这是一个从实验中得出的 


结果. 

由正常流动实现传热是氦 n 中传热的唯一机制.所以，它具 
有对流的性质，根本不同于普通的导热.氦 n 中的任何温度差都 
会引起正常的和超流体的两种内流；这两种流动可以使传质相互 
抵消，所以流体中不产生宏观的传质. 

下面，将分別用％和％表示超流体流动和正常流动的速度. 
上面所描述的传热机制，意味着熵通量密度是速度％和每单位体 
积内熵的乘积是每单位质量的熵）.热通量密度等于熵 
通量密度乘以 A 即 

q = pTsv n , (128.1) 

超流体部分的势流对应于方程 

V x = 0, (128. 2) 

在任何时刻，此方程在流体所占有的整个体积内必须 成立. 这个 
性质是氦 n 能谱特性的宏观表述，该能谱特性构成超流动性微观 
理论的 基础. 长波长（即小动量和小能量）的基本激发是声量子， 
即 声子. 因此，宏观的起流体动力学只能包含声振动，这是从条件 
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(08. 2) 推出的结论. 

因为起流体流动是势流，所以固体在定常超流体绕流中不受 
阻力的作用(达朗伯佯谬;参看 §11). 与此相反，正常的流动有阻 
力作用在固体上.如果流动中超流体流动传质和正常流动的传质 
相平衡，则得到一种非常奇异的 流动： 即浸没在氨 n 中的物体受 
到力的作用，但是没有净传质. 

§129. 热-机械效应 

氦 H 中 热-机械效应 下： 当氨通过狭窄的毛细管从容器中 
流出时，容器中会出现温升现象，而在氨从毛细管流入另一个容器 
时，则在另一个容器中出现冷却现象①.这种现象有一个很自然 
的解释，即流入毛细管的主要是超流体，所以没有热传输，因此剩 
在容器中的热分散给数量减少了的氦 n 了.而在从毛细管流入 
的容器中，则看到相反的情形. 

不难求出单位质量的氦通过毛细管进入容器时所吸收的热量 

Q . 流入的流体没有焼传输.所以，结果容器中的氨保持在其初 

始温度上，则一定需要热量来补偿每单位质量内熵的减少，这 

一减少是由于加入了熵为零的单位质量的氨所引起的.这意味着: 

当单位质量的氦进入装有温度为 T 的氨的容器时，要吸收热量 

Q = Ts . (129. 1) 

反之，当单位质量的氨离开装有温度为 T 的氦的容器时,则放出热 
量〜 


①严格说来,对于任何流体都会出现很微弱的热-机械效应；在氦 H 中的反常现 
象只是这种效应的突出反映.普通流体中的这种效应，是一种类似于珀耳帖热电效应 
的不可逆现象(并已在稀薄气体中被实际观测到）.这样一种效应也出现在氦 K 中，但 
是被后面要讲到的另一种更大得多的效应掩盖了，后者只出现在氦 I 中，并且不像珀 
耳帖效应那样是不可逆现象. 
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现在来研究两个装满氦 II 的容器，其中的温度分别为？^和 
t 29 并由一狭窄的毛细管所连通.因为超流体可以自由地沿毛细 
管流动，所以很快就建立起力学平衡.但是，由于超流体并不传 
热，所以建立热平衡(即两个容器中氦的温度相同）要缓慢得多 • 
力学平衡是在两个容器中氨的熵〜，〜不变的情况下建立起 
来的，利用这个事实，很容易写出力学平衡的条件.如果 ( 2 是 
每单位质量的氨在温度 A 、 A 时的内能，则由超流体流动所达到 
的力学平衡条件（即最小的能量条件）为 = 

式中#为单位质量的氨的原子数.导数为化学势… 
因此得到平衡条件为 

( 129 . 2 ) 

式中，;^和仏分别是两个容器中的压力. 

以后，我们将不把化学势#理解为通常的每个粒子(原子）的 
热力学势，而理解为每单位质量的氨的热力学势.其间只差一个 
常数因子，即氨原子的质量. 

如果压力 h 和 h 很小,于是将化学势 A 接压力的幂展开，并 
且注意到（办/办) r 就是比容(它几乎与温度无关)，则得 

全 = y (0, 几) —"(0 ,D * sdT ， 

P - T, 

式中， —? i . 如果温度整 AT 7 TV 也很小，然后再接 A ? 
的幂展开,同时注意到 二 — s ， 则得 

' 锋平 ( 129 . 3 ) 

因为 s >0, 所以 A / j / ATX ). 关系式 （ 〗2 9. 3 ) 是由 H •伦敦最先 
(1939) 导出的. 

§130. 起流体的动力学方程组 

现在来导出描写氦 II 宏观(唯象上的）流动的完整方程组•根 
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据前面的讨论，应该把运动方程组看成在每一个点上包含有两个 
速度％和而不像普通流体力学中那样只是一个速度.我们 
发现，只需简单地从伽利略相对性原理以及必要的守恒律所要求 
的条件出发（还利用由方程 (128.1) 和 （128. 2) 所表述的运动的性 
质)，就可以唯一地确定所需的运动方程组. 

应该记住，当速度很高时，氦 II 实际上不再是超流体了.我 
们不准备讨论这种临 界速度 现象的性质，而仅仅 指出： 临界速度 
的存在意味着只有当速度％和〜不太大时，氦 n 的超流体动力 
学方程组才有物理意义.尽管如此，我们首先还是不对速度％和 
xvf 乍任何假定来导出这些方程组，因为，如果略去了速度的髙次幂 
项，就不可能从守恒律如实地导出这些方程组.导出后再将所得 
到的方程组过渡到有物理意义的小速度的情形. 

用表示质量的通量密度；这个量也是单位体积的动量(参看 
§49的脚注).兹写出 

(130. r) 

作为超流体流动和正常流动的通量之和.其系数和〜可以称 
为起流体的密度和正常流体的密度，两者之和是氨 n 的实际密 
度 p : 

P 二 Ps + Pn . (130.2) 

当然，量仏和都是温度的函数；在绝对零度时,趋于零，这时 
氦 n 完全变成超流体①，而在 a 点，则〜趋于零，这时液沐完全 
变为正常流体.还应注意，一般说来，〜和〜还侬赖于速度本 
身②；只有在小速度时，这种依赖关系才可以略去不计，而把化, 
看成只是温度（和压力）的函数. 


① 如果氮 n t 含有杂质(同位素 He 3 ), 那么，即使在 0K 时， p n 也不为零 . 

② 更确切地说，只依赖干速度差 h — i ^， 因为， 如果流体以速度仏 作整体 
运动，当然不会影响它的热力学性质. 
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密度 p 和质畺通量密度 i 必须满足连续方程 

|^ + V-i=0, (130. 3) 

dt 

此式表述质量守恒定律.从动量守恒定律得出方程 

势二 0, (130. 4) 

式中是动量通量密度张量. 

目前，我们不讨论耗散过程，因而流动是可逆的，同时流体中 
的熵也是守恒的.因为熵通量为所以,可把熵守恒定律写成 


(130. 4) 


-0. 

at 


(130.5) 


有了方程 (130. 3) — （130. 5), 必须再 补充一个方程，用以确定 
速度％的时间导数.这是一个在任何时间内都为势流的方程;这意 
味着％ 的导数必须是某个标量函数的梯度.可以将这个方程写为 


费+0》 + ") 二 0 


(130. 6) 


式中#为某个标 fi 函数. 

当然，只有在得到至今尚未确定的 n ^和 M 的函数值以后，方 
程 （130. 4) 和 （130. 6) 才有意义.为此，必须利用能量守恒萣律以 
及基于伽利略相对性原理的论椐.方程 （〗30. 3) — （130. 6) 必然隐 
含着能量守恒定律,表示能量守恒定律的方程形式为 


9E 

JT 


+V.Q = o, 


(130. 7) 


其中， E 为单位体积流体的能量， Q 为能量通量密度。凭 f 加利略相 
对性原理，能够确定所有的量作为一个速度（私)以及两种同时发 
生的运动所给定的相对速度的函数. 

我们采用两个坐标系 ，一 个是原有的坐标系欠,另一个是使超 
流体流动中某个流体元速度为零 的坐标 系 AV 坐标系相对干 
坐标系 K 运动，其速度等于超流体在 M 有坐标系中的 速度. 在坐 
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标系 I 中，所有董的值与它们在坐标系 足。 中的® (X。 中的值用下 
标0表示)，由下述力学变换公式互相 联系％ 

j ^ pX) s + io , V 

E ~^ pv ] + E^ y I 

Q — (^-pvl + jo • v s -\-E 0 ^v s ~h^-v 2 J 0 + II。 . ％ + Qo’ ( 

11 ik ~ P^si^sk ^siJok H" ” sfcJoi 卞 

(130. 8) 

其中， n。*% 表示分量为 ii(hjtv*jb 的矢量. 

在坐标系中，所讨论的流体元只有一种运动，即以速度％ 
—%作正常流动.因此，量 io，A, 只能依赖于速度差 

— 而不能分别依赖于速度％和％•；，特别是，矢量 jo 和 Q。 必 

然平行于 矢量％ — ％(质量通量密度 J_。 就是 PnCVn - Vj ), 于是， 
公式 （130. S) 在 VfVs 给定时可确定出各量对％的依赖关系 • 
能量五 。是 P,S 和单位体积动量 J’。 的函数，私)满足热力学恒 

等式 

dE , = fidp -h Td ( ps ) + ( v n - v s ) - dj 0 , (130. 9) 

式中， p 为单位质量流体的（热力学的）化 学势. 前两项相当于等 
容（现在的情形下是单位体积）下静止流体的通常的热力学恒等 
式，而最后一项则表明：能量对动量的导数就是速度 • 


①这些公式是伽利略相对性原理的直接结果，所以，对子任何特定的坐标系均 
成立. 例如,通过研究普通流体，就可以导出这些方程 • 普通流体动力学中的动量通 
量密度张量为 Uik =^ pViVk i - pdik ^ 

坐飫系火中的流体速度 u 与坐标系反。中的流体速度〜之间的关系为 v Q + u , 
其中， u 是两个坐标系的相对速度，以此代入//山则得 

TI ^ = - pVo i ofc 4 " pvo\Uk + •[ " 

令 IJ ^ ifc ~ p (7 iJc ~\ PoA : 和 jo ~ 

就得到方程 （13 U 中工张 t // a 的变换公式，用类 W 方法 t 可得到其余的公式， 
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这里不再作进一步的计算，计算是相当繁琐的，我们只讲其 
况.把式 （130. 8) 中的五和 Q , 代入能量守恒方程 (130. 7) 中，同时 
利用恒等式 (130. 9), 可计算出导数3馬/3夂然后用方程 （130. 3) 
— (130. 6) 来消去全部对时间的导数 (/), h 等）；于是能量守恒方 
程必定是恒等式.如果考虑到方程 (130. 6) 中的通量 Q 。， 和 
标量 M 只能依赖于热力学变量和速度而不依赖于它们的 
梯度（因为已略去了耗散过程>，我们就会发现：只有当上述各量以 
唯一确定的方式加以规定时，才能获得这个恒 等式. 

我们还发 现:标 量函数"就是化学势(根据这个理由，我们用 
同一 字母表示)，于是能量通量密度和动量通量密度张量的最后表 

达式为 

Q=(/x psv n + p n v „ lv n * (%— 幻 •?）]， (130. 10) 

TLik — PnVni ^ nk -\- Ps ^ si ^ sk ^ P^ikf (130. 11) 

其中 p=-~E 0 -\-TpS-\r jLlp + pni^n—^s) 2 - (130.12) 

n f * 的表达式是普通流体动力学中公式 n ^ pv ^+ ps ^ 
自然 推广. 所以 ，公式（1 3 0.12)所定义的量 h 自然也可以当作流 

体的压力①. 

方程 （130. 3) —(130. 6) 连同由式 (130. 10) 和 (130. 11) 所定义 
的 i 和 ITu , 组成了所求的超流体动力学的完整方程组②•这个 

① 通常的热力学把压力定义为作用在相对于静止介质的单位面积上的平均力 ， 
然而在普通的流体力学中，因为总可以取一个坐标系使得所讨论的流体元处于静止， 
所以，关于压力的定义不致引起混淆（忽略耗散过程)《但是在超流体动力学中，通过 
合适地选取坐标系，只能在两个同时发生的运动中消去一个 ， 所以通常的压力定义就 

不能采用了. 

在完全諍止的流体中，定义( 130 . 12 )当然和普通的定义相同，因为在这种情形下， 

根据化学势的定义，有 /iyO + TpS-EeP 

② 方程组也可以建立成一种普遍形式，以适用于任1何浓度的氦 H 和其他物质 
(实际上是同位素 He s ) 的混合物.这种方程组已由 HH . 哈拉特尼科夫 CH . M . 
XajaTHHKoB ) 得出 （ H £3 T $，23, 169, 1952). 
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古程组是很复杂的，主要的原因在于:出现在方程中的差 Ps , P „,# 
等都是速度的函数（更确切地说，是速度差 — %的函 数). 原则 
上，这些函数的形式只能由微观理论确定. 

但是，在物理上感兴趣的小速度的情形下①，这些方大为 
简化.在这种情形下，正如已经指出的那样，首先可以忽略仏和 
Ps 对速度的依赖关系;这样，通量 i 的表达式 (130. 1) 在实际上给 
出了 i 对％和％幂级数展开式中的首项.出现在方程中的其余 
热力学量也应按速度的幂级数展开. 

取压力和温度作为独立的热力学变量.于是，化学势的热力 
学恒等式为 

du — ~~ sdT^r idp — pfl (v n ~V s )*d O n —xO; 

P P 

通过微分表达式 (130. 12), 并利用 恒等式 （130. 9), 可以得 到上述 
方程.由此可见，//对速度差的幂级数展开式的头两项为 

fi(p ， T ， T)-\ ^( v n ~ V s ) z , (130. 13) 

^ P 

上式右边包含静止流体的普通化学势和密度 pO , T ) •对 
温度和压力求导,可求得相应的熵和密度的展开式： 

s (P, T, Vn-Vs) ^ S (p, T) + J ( 130 . 14 ) 

p (p f T, v n -v s ) ^p(PiT)- {- jp 2 (v n -v s ) (130.15) 

将这些表达式代入动力学方程组，则方程组有效到速度的二 阶项. 

现在简要地讨论一下超流体动力学方程组中耗散项的 问题. 
这些项的形式，只受熵增定律和动力系数对称性原理所要求的条 
件的限制.由凡 M . 哈拉特尼科夫所作的详细分析 表明: 总共有五 
个独立的耗散系数(而不是像普通流体那样只有三个系数 

①也就是说，当速度与第二声(参看 § i 3〗 ） 的传播速度之比是一个小置时. 
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当然，其中一个是由正常流动所引起的第一粘性系数％ 它完全类 
似于普通流体的粘性系数.动量通量张量以及另一个量 

+ " (其梯度出现在方程 (13 (L 6) 中）还包含正比于 V %和 V - Cp s 
(%—%)]的项;在四个比例系数中，根据动力系数的对称性，其中 
两个相等，所以有三个“第二粘性系数”匕，| 2 ,| 3 .最后，熵方程 
(130. 5) 的右边包含有形式为 ( kVT ) 的项以及速度梯度的二 

次项，前者具有在形式上类似于普通流体导热系数的系数 K , 后者 
是由传热中粘性效应引起的(参看方程 (49. 5)). 

超流体动力学方程组的边界条件如下:首先，在任何静止的固 
体表面上，质畺通量 J ‘的垂直分量必须为零.为了确定的条件， 
应该记住，正常流动实际上是一种热激发气体的流动.在沿固体 
表面的流动中，激发量子与表面相互作用,在宏观上必须把它描写 
成正常 流体对 固体表面的“附着”作用，就像在普通粘性流体中一 
样.，换句话说，速度％在固体表面上的切向分量必须为零. 

因为固体表面可以吸收和发射激发 畺子， 即相当于流体和固 
体表面之间的传热,所以，与固体表面垂直的分量不必为零.边 
界条件只要求垂直于固体表面的热通量是连续的.温度本身在边 
界上有间断，其间断值正比于热通量 = 式中的比例系数 K 
同时依赖于流体和固体表面的性质.这种间断的产生，是由氦 II 
中传热的独特性质引起的.固体与流体之间对传热的整个阻抗， 
都集中在邻接于固体表面的流体中，因为流体中热的对流传播几 
乎不遇到阻抗.所以，引起传热的全部温度降都发生在固体表面 
本身 • 

这些边界条件中，有个有趣的性质，即固体表面与运动流体 
之间的热交换会产生作用在固体表面上的切向力.如果 a ： 轴垂直 
于固体表面，而夕轴与固体表面相切,则每单位面积上的切向力等 

• « I 
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于动量通量张量的分量 ITw 因为在固体表面上必须有 

jx^PnVnx^ PsV sx = 0, 

所以求得这个力的非零表达式为 

ITxy = Ps^sx^sy PnVnx^ny ~ Pi\Pnx(j^nV — ” 对 ) • 

还可以用热通量 q = psT ^ v n 将上式写为 

Hary ~ ~^yp~QxC^nS — ” 打）， 

p s T 

式中 ，心 是从固体表面进入流体的热通量;在固体表面上，该热通 
量是连续的. 

当固体表面与流体之间没有传热时，垂直于固体表面的分 
量也为零.边界条件 jar ^ O 和％ 二0 (其中$轴垂直于固体表面) 
等价于^=0和％ = 0•因此，在这种情形下，得出％服从理 
想流体中通常的边界条件,而幻„则服从粘性流体的边界条件. 

最后，来讨论这样一种氨 II 的运动，像通常在绕物体流动中 
所遇到的那样，它可以看成是不可压缩的.同时，还要考虑到正常 
流动的粘性.为此，必须在张量上再加一项，照例，该项包含 
有粘性系数7以及速度％的空间 导数： 

仏内心+ ” + p , 而心 -”( 营+脊). (130.16) 

对于不可压缩流体而言，不会出现第二粘性系数.在所讨论的橋 
形下，熵方程中的耗散项是高阶小量,因而可以忽略 不计. 假定密 
度 p „, 仏和熵 s 都是常数，则从方程 (130. 5) 可得▽•%=(),从方 
程 (130. 3) 可得 ▽•)=(), 所以有利用这些方程，同 
时将式 (130. 16) 代入方程 (130. 4)，于是得到如下 方程： 

V )^» 

(130,17) 




yp + i]Av n . 




方程 (130. 6) 保持不变. 




HI 
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因超流体流动是势流，于是可以接式引进速度势 A , 

又因 

V •幻 6 =0, 

所以，速度势应满足拉普拉斯方程 

— 0. (130. 18) 

在方程 (130.17) 中引进并令 ( XVV )% 二 则得 

P„^- ft 4-p„(^„*V) x>n +P,V (^)4 - P.v(^- S ) 

=—Vy + T/AtV 

将正常流动和起流体流动的“压力用作辅 助量： 

V - Vo ^ Vn-^Vsf (130.19) 

式中，心是无穷远处的压力， h 由通常的理想流体公式确定： 

Vs ~ ~~ (130. 20) 

于是,速度％的方程变为 

(^« • V)^n = - ~VPn 4 - — AtJ n . (130.21) 

at Pn Pn 

这个方程在形式上与密度为 PlM 粘性系数为 W (相应的运动粘性 
系数为 t ?/ pj 的流体的纳维-斯托克斯方程完全相同 • 

因此，不可压缩氦 n 的流动问题化为两个普通的流体动力学 
问题：一个是关于理想流体的，另一个是关于粘性流体的 • 超流 
体流动像普通理想流体绕物体的势流一样，由拉普拉斯方程 
(130.18) 和法向导数的边界条件确定.而正常流动则像 
普通粘性流体的流动那样，由纳维-斯托克斯方程( 130 _ 21) 和固体 
表面上％ = 0(在固体表面与流体之间没有热交换）的边界条件确 
定. 然后，压力分布申公式 d 3 0， l 9 ) 确定 • 
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问 « 1. 设在充满気 II 的毛细管两端之间保持一个很小的溫度差 at *. 
试确定沿毛细管的热通量. 

解： 根据公式 （129. i 3), 毛细管两端之间的压力降为 

Ap= psAT. 

由此将引起一正常流动，其平均速度（在整个毛细管截面上平均）为 Vn ^ B * 

为毛细管的半径 ，丨为其长度 ，而7?为正常流动的粘性系数，参看 
公式 （17.10)). 其总的热 通釐为彤 =汉沪/ ^ 2 A 7 V 8 ?^. 在相反方向 
上产生一超流体流动，根据 总传质为零的条件, 得出其速度为 

Ps 

问题 2. 在氦 II 作为不可压缩流体的情形下，试导出其温度分布的公 
式： 

解：将 A = V •么代入方程 (130. 6) (其中 M 由式（1 3 0. 13) 给出），然后积 
分之，则得 

M ( P , T )+ j ~ v 2 ,S (%-〜):+势= 常数. 

在不可压缩的流体中，温度和压力的改变很小，所以，如果取到一阶项，則有 
/i 一 /io ~ 一 5 (T — To ) H ~ (? — Po ) / Pf 式中，和 Pd 为无穷远处的温度和 压力* 
将这个表达式代入上述积分，并且用？》和2^来表示，最后得 

y 一 7。=心 「 h _ 匕一丢(…一〜 )* | 

P»LPn P. 2 」 

§131. 超流体中声波的传播 

现在应用氨 II 的流体动力学方程组来讨论氦 n 中声波的传 
播.照例,假设声波中的速度是很小的，而密度、压力和熵几乎等 
于它们各自固定的平 衡值. 于是，略去方程 (130. 11)， （130.13) 和 

(130. 14) 中速度的二次项，同时把方程 (130. 5) 中 V . ( PW ”) 项的 

* » . 

烧 / os 看作常量（因为该项已经包含了小量 t »)， 就可以将方程线 
性化.因此，流体动力学方程组变为 


， 



dt 


+v # / — 


dps 


dt 


+ psy-v 


a 

2 t 

dv , 

dt 


+ VP = 0 


+ v /^-° 


(13L 1) 


(131. 2) 


(13L 3) 


(131. 4) 


将方程 (131. 1) 对时间微分，然后把方程 (131. 3) 代入，即得 


?! p ^ 

dt 2 




(13L 5) 


根据热力学恒等式# = —sdr +办/化 则有 W = + 

将方程 (131.3) 的以及方程 （ m . 4 )的代入上式,则得 

pn^(V n -Vs)-\-pS^T=0. 


对上式取散度,并根据下列方程: 

ds 1 d(ps) 

m I >■ 1 ■■ > m 9 _ • 

dt p 


s dp 
P dt 


= ~5( V ^ n ) +-~( V # j ) 

P 

=—[ V *(^-^ n )3» 

P 

用 OA?p a ) 灸 /w 来代替 ▽•(%—%), 最后得 


9 2 s p s s 


2 


9t 


% 


Pn 


▽r 


(13L 6) 


方程 (131. 5) 和 (131. 6) 确定了起流体中声波的 传播. 因为存 1 
在着两个方程,可见有两个声波的传播速度. 


将心和 T 写为 


T=Po + P f 等等 


苠中带撇号的字母表示相应的量在声波中的微小改变，而带下标 

身 }45 f 


“0” 的字母(为了简短起见，以后将略去下标 “0”） 为这些量固定的 
平衡值.因此，可以写出 


9 


p， + rp ， 


dp 


9 T 




s 


d / 9 T f 


因而方程 （131. 5) 和 （131, 6) 化为 


9 p dt l 


K r { do 9 2 T f 


0 


ds d 2 f { ds d 2 T 


dp dt 2 dT dt 


AT 7 

Pn 


o . 


我们来寻找这些方程的平面波形式的解，其中的 y 和 p 都 
正比于因子 〜 （这里用 w 表示声速).两个方程的相容性 
条件为 


U 




d{T f y) 




式中，表示从心 p 变换到 t , 》的雅可比行列式. 
利用热力学关系式，经过简单的变换，上述方程可以化为 


M 4 — M 2 


9 P 

9 P 


8 


Ps^S 

PnCv 


p s Ts 2 f dp 


PnO v \ 9 p 



0 


(13 L 7) 


其中〜为每单位质量的比热.这个 M 2 的二次方程给出氦 II 中声 
波传播的两个速度.当 P , = 0 时，其中一个根为零,正如我们所预 


期的，这时只得到普通的声速 U =^/( dp / dp ) S . 

实际上，氦 II 的比热心和 c v 几乎在所有温度下都相同（因为 
热膨胀系数很小).于是,根据熟知的热力学公式,其等温压缩系数 
和绝热压缩系数也大致相等，即(办/恥)0 (办如用 C 表 
示 Cp 和 C v 的共同值，并用表示(办 /3 p ) r 和 ( dp / dp)s 的共 
同值，则从方程 (131. 7), 可得到声速的表达式 如下： 


Ui 


V ( dfldp ) , u 2 = n / ( Ts 2 p a / cp n ), (131. 8) 
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其中 a 几乎不变，而另一个显著地依赖于温度，并随同 Ps 在 /i 
点上趋 于零叭 

在极低的温度下，流体中所有的基本激发,几乎都是声子，量 
Pn, C 和 S 之间有下述 关系： 

C?=35, Pu =: ^y-> Pa = P« 

将这些表达式代入关于 W 的公式 (131. 8) 中，可求出 




因此,当溫度趋向于零时,速度⑷和仏趋向于有限的极限,而且其 
比值趋向于 

为了更清楚地阐明氦 II 中两种声波的物理性质，我们来讨论 

J 

平面声波 ( E . 栗弗席兹 ,1944). 在这样的波中，速度％, %以及 

温度和压力的可变部分夕互成比例.引用比例系数 如下： 

v n =^ av Sf — bv S9 T ’ = cv s . (131. 9) 


如利用方程 （131. 1) — (131. 6), 并 且取到所需要的精度，则经过简 
单的运算，就 得出第_声 的三个系数为 


01 — 1 + 


Pp u \ u \ 


fKS {u\—u\y 


b t — pui 9 Ci 


fiTu \ 


c ( u \ — u\y 


(13 L 10) 


而 第二声 的三个系数为 
. Ps.pp 办 


«2 


式中，冷 


pqu\n 


3 


Pn Pn^ ( U l 


s{ui~u\y 


c 


竪. (13 L 11) 

s 


( l / p )9 pldT s 这是热膨胀系数；因为於很小,所以包含 


① 关于氦 I 含有杂质的溶液中的声波传播问趣，下列著作曾加以讨论：在小浓 
度的情形下，波麦兰丘克作过讨论， H . noKepamyK , aC 3 T ^ 19,43,1949；在任意浓 
度的情形下,可考看 H - M . XaiaiHHKoB , ffC 9 T ^ 23, 265, 1952. 

② 考看 Statistical 尸 Ay « ic «，§66, § 6 7(中译本: X 及•朗道， E . M •栗 弗席兹著， 
<统计物 理学》 ，杨训恺译，人民教育出版社，1979,§66, §67). 
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的畺远小千不包全 )8 的 t, - : ：r 

我们看到,在第一类声波 中，％ ，即就 一 级近似言，垚这 
类波中,任何给定的体元中的流体是作为整体而振荡的，也就是 
说，正常流体部分和超流体部分一起运动.这类波显然相当于普 
通流体中的普通声波 • 

但是.在第二类声波中,即总的通量密度为 j 二 

Pn 

p^+p R <i> n ^O. 因此，就一级近似而言，在第二声的波中，超流体 
部分和正常流体部分各自沿相反的方向运动，任何给定的体元中 
流体的质心保持静止，而且总的质量通量为零.这类波显然是超 
流体所特有的. 

这两类波之间，还有另一个重要的差别,这可以从公式 
(131. 10) 和 (131. 11) 中看出来.在普通类型的声波中，压力振荡 
的波幅相对来说较大，而温度振荡的波幅则较小.而在第二声波 
中，温度振荡的相对波幅却远大于压力振荡的相对波幅.在这个 
意义上，可以说第二声的波是无阻尼的温度波 

在略去热膨胀的近似程度上，第二声的波是纯粹的温度振荡 
(其中卜 0), 而第一声的波则是纯粹的压力振荡(其中,％ = %) 
因此，这两类波的运动方程是完全分开的；在方程 （131. 6) 中令 

s ， 则得同时,在方程 (13 L 5) 中令〆 
则得 

关于在氦中如何激发声波的各种方法问题， E.M •栗弗席 
兹已讨论过 （1944) •我们发现(参看本节的问题)，为了产生第二 
声波，通常激发声波的机械方法(固体振荡)是很不适用的 ，因 为所 


①当然，它们与普通导热介质的阻尼温度波无关 （§52)* 
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激发的第二声的强度与普通声波的强度相比，可以忽略不计.但 
是，在氨 n 中还有其它可以激发声波的方法可用.利用温度周期 
性变化的固体发射声波，就是这样的方法;这时，所发射的第二声 
的强度远大于第一声的强度，这正是我们所期望的,原因在于上面 
所提到的温度振荡的特性有所不同. 


问 题 

问題1.设一平面在垂直于自身的方向上振荡，试确定所发射的第一声 
与第二声之间的强度比. 

解： 我们来求第一声和第二声的波中的速度仏(沿 ar 轴，而; c 轴垂直午 
该平面)，其形式分别为 




在振荡平面的表面上，速度％和 
V Q COSO)t. 由此得出方程 


n 


必等于该平面的速度，这一速度记作 


Vq} Q\A\ ~i~0z-^2 = ^of 

其中 系数％ 和〜由方程 (131. 10) 和 (131. 11) 确定 ， a II 声波中的（时问) 
平均能最密度为 


PsV 2 s -h p n v\ =y^4 2 (p, + p n a z )； 

再乘以相应的声速《，就得到能量通量（强度 >. 因此求出第二声和第一声的 
强度比为 

h = _Al(p s + p n a\)u 2 _P x Tul ^ 

~~Al(p s + p»a'i)u l 〜 cw! —• 

在这里，我们巳假定^《心，这个假定一直到很低的溫度时仍然成立.所以 
这个比值总是很小的. 

问题 2. 与问题1相同，但该平面的温度作周期性地变化. 

解： 利用边界条件 ）= 0 就足够了，这个条件在固定平面上一定成立. 
这个边界条件给出 


由此 
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然后可求出强度比为 


Ai T _PnOl-^P$^ 8 . 

Ai — A»a 2 + p a fiuX 


h c 

这个强度比是很大的. 

问题 3. 试确定一维大振幅第二声的行波中波型上各点的速度，并确定 
陂中由于波型变形所产生的间断的传播速度 (M. M. 哈拉特尼科夫， 1952). 

解： 在一维行波中，所有的量 （/o,?,? 7 ,%, 〜)都可以表示成一个参数的 
函数，这个参数可以是这些量中的一个（参看 §94). 波型上各点的速度V等 
于导数 dx/dt f 这个导数在所给定的参数值上取值.每个曼的空间导数和时 
间导数之间，有关系式 9jdt — U9I9X. 各个量对该参数的导数将用加撇 
来表示. 

我们不直接用 W 和〜，而采用新的变量 V=j/p 和 tV = V n ~V 8 f 
这样更为方便，同时选取坐标系使得所讨论的点上的速度为零.方程 
(130. 3) — (130. 6) 连同确定 U ikt fi, )0, « 的公式 （130. 11), (130. 13)—(130. 

15), 可导出以下的 方程： 


V 笨 = 0, 


〆 —Ujov’ ~0 9 

P 




[一 p ". 

[ -p …令: 


r+sw 势 〆 + 




p . s - Vw 3 -^ 




0, 


穸+ 


l + C /抝 




V 


/ 


PnU — 


Pn Ps 

P 


f — [_U p-htvp n ]v f — 0, 


⑴ 

( 2 ) 

(3) 


(4) 


在上述方程中，所有二阶小量以上的项都已略去，同时，所有包含热膨胀系数 
的项也已略去. 

在第二声的波中， ，和 的相对振幅远小于 t 和 w 的相对振幅，所以还 
可将⑴ ，和《；〆的项略去.为了确定 i/, 利用方程 (3) 以及方程 (2) 和 (4) 之 
差躭足够了；所得到的关于厂和 V 的两个线性方程，其相窨性条件给出了 
下面的二次方程； 
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PnV 


2 


9s 

■ 

dT 


Uw 


P 9T 


2 嗜 




甶此得出 


U = u 2 ^h 


2p e sT 


昝) 


P PnC 

▲ - 

这里, 《2 是第二声的当地声速，在整个波型 上，〜 随溫度偏离其平衡值 (57 — 

起变化. 将化按 的寒展开，則得 


2 




Pa 2 p n u 2 


9T - 9T pa 

式中， 《2 J ) 为仏的平衡值.最后得 

P^sT 9 ( x ul 0 c 


tv , 


f / = M 2 o + M ^ 


pc 9T 


(V 


T 


(5) 


当波型有足够大的改变时，波中就会出现间断（在这种情形下，出现的是 
溫度闽斯)；参看 § W , §95. 间断的传播速度为间断两侧的速度 P 之和的一 
半,即等于 


^20 + 


-f w t p 9 sT 
2 pc 




式中， Wi ， t ^ 为间断两侧泌的®. 

式 （5) 中的系数既可以是正的，也可以是负的.这相 当于： 祕值较大 
的点既可以在 w 值较小的点的前面，也可以在其后面，而其间断既可以在波 
的前阵面上形成，也可以在其后阵面上形成（与此不同，在普通的声波中》檄 
波:总是出现在声波的前阵面上). 
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第十七章流体动力学中的涨落 


§ 132. 流体动力学中涨落的一般理论 

. ♦‘ . 乂 - 

• ^ ■ 

对静止流体中每一点的密度、温度、速度等均方根涨落的计算 
毋须进行专门讨论：这些量的涨落(在经典的命非量子的情说卞)’ 
是由普通热力学公式确定的，这些公式对处于热平衡状态的任何 
介质的涨落都是正确的①. 〜;、—，• 

▼ • ♦ J m l k 

但流体动为学##的问题，是这些*涨落 的时时 关联问 P，、H 
而是运动流体中的涨落问题.这些问题的解决，必须考虑流体中 

的耗散过程(粘性和导 热). ■- 

流体动力学中涨落的一般理论的建立/归结为要铪出这些 : 被 
落量的“运动方程，这可以在流体动力学的一般方程中引逬适当 

的附加项舉解.决 .. 

流体动力学方程的下列形式： 


苦 +V.(pxO =0 


P 


dVj 

dl 




r 


9Xi cX k 








(132. 1) 


(131 2 ) 




ax 


(132. 3) 

只不过是表达了运功流体中质量、动量 / 能量的守恒，而 s 有说明 


①参看财 Physic$ f PcrgSLmon Press, London, 1958, §111 ( 中译本 : 
朗道， E.M • 栗弗席兹著， < 统计物理学杨训恺等译，人民教育出版社， 1979, 
§111. (引用该书章节公式时以 SP 作前冠 a ) 
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什么应力张量或热通 畺矢量 q 的具体形式.所以，这种形式 
的方程对于任何运动,包括流体状态的涨落变化,都是成立的.在 
有涨落的情况下, p , p , v 等应理解为流体的主运动中相应的量及 
其涨落量之和;当然，这个方程组总可以对涨落量加以线化. 

应力张量的一般表达式 （ H 3) 和热通量的一般表达式 
(49. 1), 分别给出了这些量与速度梯度和温度梯度的关系.但在 

有涨落的情况下，流体中还存在自发的局部应力和自发的局部热 

, fc * * 

通量，它们与速度梯度和温度梯度无关;我们用和 g 表示这两 
个量，并称为随机量①.于是，可写出② 

= K ^ + lj ；~ J 8ih ^} + ^ 8ik+S，k， I (132.4) 
q^—f<S/T hg. 

现在的问题是要确定〜*和矣的某些性质，也就是要确定它 
们 的&方 值以及每个时刻流体中各点上它们的值之间的关联式. 

这可利用涨落理论的一般公式来进行.为简单起见,我们将讲一 

> 

讲流体力学中通常出现的非量子化的涨落情形的分折并假诶 
粘性系数和导热系数与涨落频率无关，即不呈现频散现象. 

在涨落的一般理论中 (SP § 110, § 121), 已讨论了涨落量々， 

…的离散系列，而在这里，我们所讨论的是连续系列(流体中每 
一点幻的 值). 我们将用一种纯粹形式上的方法，来避免这 

个无关紧要的困难,即把流体体积分成有限个很小的部分并 

、 ■ 

在每一部分取各个量的某平均值;在最后的公式中,让每一部分都 

趋于无限小 • . ， . 

我们把公式 （132. 4) 当作是一般理论的方程组（参看 SP _ 


① 与狭落的一般理论中随机力一词相对应 .. 

② 本章中应理解为按能量单位 If * 量的温度，即省略了玻耳兹曼常数. 
f 塲 考示假 卑涨落中出现的頻字满卑参看 SP (10 9 . 2) . 
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(12 L 9)) 


~ — 〉: yabXb + y 。， (132 5) 

b 


量 t 为每--部分 AF 中张量 c / < jfc 和矢量 Q 的 分量： 

X a - > CT ’ ik ， q it (132.6) 

因而随机量和 g 就是相应的量 


Va 9 i , (132. 7) 

按照一般规则，利用流体中总熵 S 变化率的公式，可以看出％的 
意义，像§49中那样，由方程 (132. 3), 得 



iV 


(若〜= 0，矣=0,则此式给出（49.6));或用所有部分厶 F 的和代 
替这个积分，得 



(132. 8) 


同时，我们还应该有汐=一了叉参看(58. 4 ).将 （132. 6) 代入 
此式,并与 (132. 8) 进行比较，我们得到相应的诸量为 


l 一去(訖 +!?)△# 篆从. (132 . 9) 

现在容易求得系数 V # ，由 

^{ yab J rVba ) i { ti - h )> (132. !0) 

立即可得出所要求的关眹式;参看 SP (12 L 10 a ). 这里的平均，应 
理解为通常统计意义上的平均，也就是对这些量在时刻 h 和 G 所 
有可能值的槪率取平均;对于给定的差值 M — “，它也可写成对 G 
或“取平均. 

我们首先要指出，在公式 (132. 4) 中，裉本不包含有与温 
度梯度之间的关系或 Q 与速度梯度之间的关系的项.这就表明相 
应的系数为零,因而由 (132.10) 得 
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^ ik ( Xi > ^\^91 ^ 2 ) (132-11〉 

就是说 和％ 的值完全是互不相关的 和 r 2 为流体中两点的 
坐标). 

其次，若 A 和_^厶7的值取自不同的体积 Ah 则这两个 

暈之间相关的系数为零/若取自同一体积，则系数为 W 2 S ik / AF . 
于是有 

^ iir i 9 t x ) g k ( x l 9 t 2 ) =0,如果 r ! 參 r 2 , 

_ 2rT 2 

t 2 ) = (ti — tz). 

现在取极限 af ->0, 显然可将这两个公式合并写为 

giir ^ t ^ gk^uizj =2 KT 2 & ik d { t v ~ i z )8( r { — r 2 ) % (132.12) 

最后,类似地,我们可以求得随机应力张量分量之间的相关公 

式为 

Sik(X\y ^ 

: =2TlT)(6iid km ^-S im d k i) + (^一 以 6 im ]6(r 1 •- r 2 ) 

(132.13) 

公式 (132. 11) —(132.13) 给出了该问题的解 ( JLfl . 朗道， E . 
M •栗弗席兹， 1957) ①. 

这些公式可以改写为用有关量的傅異叶时间分量来表示•涨 
落量 ^(0 的傅里叶分量定义为 • 

^ x a ( t ) e ieyt dt 9 x a ( t )= x ae > e - Ui dco ； (132. 14) 

参看 SP § ii 8. 对于这样定义的分 Sy au 和我们有 

^^7=去(〜 + v & a )50+ cy ’)； 

①若要转换到普通的温度澜量单位(度; i , 必须用替换八用 wfc 替换这里 
斤释秣耳驽 t 常荦. 
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参看 SP (121, 10) •于是，用^5(« + 0>，）代替 我们得到 

的是下列三个方程,而不是前面的 （132.11) — (132.13). 

^ika ixl)9la f iv 2 ) =0， -(132.15) 

♦ f 

__ 於 rp z 

gi^(X\)9km f (Xi) f (132.16) 

Jt 

SnCoirOst^^r^) 

VC^H^km +( 6 - 

8(r 1 -r z )d(co + (o , ), (132. 17) 

为了将这些公式推广到量子化涨落的情形，只须在公式 (132. 15> 
— (132.17)的右边包含一个因子0^/27>01<加?/270;参看 SP 
(124.21). 当粘性和导热呈频散现象时，则^为颊率的复 

函数. 不难证 明，如用函数的实部代替％ 

则公式(1 3 2. 15)-(132.17) 可作相应的推广. 

§ 133. 无限介质中的涨落 

' 上面求得的公式原则上给出了任何具体情况下的涨落.这个 
问题解法如下.把和 g 视为坐标和时间的已知函数，加上适 
当的流体力学边界条件，我们就可从形式上求解…的方程 
(132. 1) — (132. 3). 由此 ,我们可得V，/?， …作为〜和 g 的线性 

函数.因此，任何作为 AP , …韵二次(或双线性)函数的畺均可用 
Sn 和 g 的二次函数表示，并且可由公式 (132.11) — (132.13) 计算 
其平均值；在最后的结果中不出现辅助量和 g . 

作为刚才所述方法的一个说明，我们来研究静止的无限介质 
中的压力涨落，设此介质的第二粘性系数 S («) 很大，它呈现频散 
性;相比之下，假定普通粘性和导热的影啤都可以略去 （ § 78 所述 
的条件下可能发生那种情况」 
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将所有的(已经对时间作傅里叶展开的)量展成空间的傅里叶 
积分,即可解出方程(〗 32 .1) — (1 3 2. 3 );就任何量 /( r ) 而言, 
可令 

• ■ 

/( r )= f (i k • r ) dk ， dk = dk z dk y dk z , (133. 1) 

J 09 

雩 

式中， 

fk /(r)exp(-ife-r)^F. (133.2) 

傅里叶分量的相关函数可立即由这些量本身的相关函数求得.例 
如，若 

/(ri)/(r 2 ) = Ad ( r { ~ r 2 ), (133. 3) 

氣 . 

则 . 

JUJkT = ( 公)彳 j ， (r 1 )/(r 2 )exp[-^ (fer 1 + fe , .r 2 ) ]机机 

, 

^-^ y -^ S ( r l ~ r 2 ) expl ~ i ( k - r l ~ j ~ k , - r 2 )] dVidV 2 

= ~^yr je x p [ - i (fe + fc ') • r ] 

或者最后写为 

■ ♦ 

fkikt ~ (2 汴 ) 3 6 ( 釭 + 釭 ’)• (133. 4) 

恃别是，我们(在这种情况下)只保留公式 (13. 217) 中的《项，就可 
得出代替该公式的表达式如下： 

(5“)0^(5! 抓 )0^’ ==^lRe“0)) .3(0) 十 o/)($(fc + fc’). 

蠱 

識 

(133. 5) 

在上述(热导率很小)的条件下，熵的变化对压力的变化的影 
响比较小;所以，压力涨落可当作是绝热的.因此,可写出 (I%. 1) 
的线化方程为 
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- Ill lilft ^ … v..,〆- •，卜 ” 





^ •费 + /0 V •&=(), 

w 

式中 cJi 为压力和速度的涨落， P 为平衡密度，而 C 。 为由平衡 
状态方程算出的声速 （§78). 取时间和空间的傅里叶分最，便有 


— 今办以十 pfc . 如 a =0. (133. 6) 

c 0 

类似地，方程 （132. 2) 变为 

— cop { dVi) ak = — Jc i dp a > k -\- iCioy ) k i k -8 v m k -\- h k s ii , (133. 7) 
式中 , f («) 可由比如公式 (78. 6) 加以定义. 

为了求得办我们用 fc 点乘方程 （133. 7): 

~copk-Sv ak ='-k 2 3 p ak -hi^ 2 (k*dv ei>b ) ^kfk t s ik , 

并用 (133. 6) 消去 k ^ Sv nk . 其结果为 


<5 jp«fc 


kikiS it 


k z - 


co 


2 


cl 


iLh 


2 


CO 


pc 


2 


最后，作乘积办并借助于公式 (133. 6) 取平均，得 




Tc A 0 


Rc^ (ct>) 9 S (co co f ) S (fe + fe ’） 


p 


z (O , - 


2 


本 


P 


(133. 8) 


例如，若用 (78. 6 ) 替换上式中的以^),我们得 




7 t 


8 ^r 


rpco ( c ^> — Cq )<3( o > + o /)<3 (fe + fe ’) 

- \-co 2 t 2 (cI- 


cl 


CO 

¥ 


2 


CO 


2\2 


k 2 


(133, 9) 


末了，我们来说明怎样由 （133. S ) 导出流体中给定点上压力涨 
落均方值的常用的（经典的)公式.为了简化计算，我们假设 S 与 

山无关①. 


①实际上，该（经典的）结果与函数 〖( CD ) 的形式无关；在推导过程中用到的该函 
数的那些性质，只不过是在任何情况下都应有的性质(参看 SP §122). 
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按照公式 ( 132 . 14 ) 和 ( 133 . 2) 从傅里叶表达式转回到函数邾 
(r ]y t 1 ),dp(r 2 , < 2 ) 本身 , 并取 t x =t 2 =t 9 我们可写出 


办 ( r ,， t ) dp ( r 2 / t ) 


/• o* /• oo 

} — oo / — oo 



x exp[ — i (0 + o/) 之 ] exp[i (fc .r! \ k f •Tz^dcodco'dkdk^ 
这里，必须将 （133 . 8 ) 代入 . 由于被积函数中含有因子 MoH W), 
所以，对整个频率范围积分后,所得沔的结果只是在被积函数中用 
零代替 o + 第二积分给出① 


砰是 , 



Sp(r ]f t)dp(r 2 , 0 = < 5 (fe f fc ，） exp[; (fc.rv + fc'.n)] 

dkdk ’ 


Tpc\ 
(2jt) 


3 


exp[ife* (r!—r 2 )]rffc 


pTclSirz-r,). 


(133. 10) 


这就是所要求的结杲：在一个小体积 AF 上对 （ l 33 . 10 ) 取平均 
我们得 


你 ) 


pTc 


2 

0 


AV 


它与热力学的公式一致，参看 SP(llLll). 


①例如，取积分路线为复变数平面中一个大的半圆，通过留數的计算，很容 B 
算出这个积分. 
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(罗马数字和阿拉伯数字分別表示章、节号; T 、 W 、 Z 分别表示 


图、问题和注解） 

一 划 

-维不定常筒单波 94,97 
- 维自相似流动92 
•维行波 94 

二 划 

=：维行波 63,68 
二 维定常简单陂 107 
几吋声学 66 

运动介质 中的〜67 

三 剡 

小扰动传播79 
小雷诺数流动 20 
马赫反射 103 
马嫌角79 
乌嫌面 79 
马赫锥 79 
马棘数79 

四 戈！ 


开耳芬定理§ 


无旋流9 
不可压缩流动10 
理想流体的〜10 
粘性流体的〜15 
超流体的〜130 
不可压缩流动的条件10 
不可压缩流体10 

〜绕圆柱流动 10 W 
〜绕圆球流动 10 W 
互易原理74 

偶极发射的〜 74 W 
毛细常数60 
气体的一维流动 X 
气体的二维流动10, XII 

气体动力学79 
升力11,21 

机翼〜37,46,116, 117,119 
薄翼〜48 
升力系数46 
反射系数65 
分离9,34,40 
分离现象 3 4 
分离线34 

分离线附近的流动40 
火焰阵面120 
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水力学近似 100 
水跃100 

五戈 IJ 

可压缩流动 63 
布朗运动 59 
平面流动10 
气体的〜10 
卡丹公式111 
失阻 45 
皮克莱数 53 
头激波 114 
边界层 9,34 
层流〜 39 
湍流〜44 

激波与物面相交处的〜 103 
边界层分离40 
边界层对数速度剖面 42 
边界层传热 54 
边界层转换 412 
边界层的普朗特定理 23Z,39 
边界层厚度 39 W 
对流 4,53 

平行板间〜56 
自由〜 56 

铅垂平板上的〜 56 W 
管道中的〜 56 
对流不出现的条件4 
对数速度剖面 42 
弗劳德数19 


• ^^4 ? 


六 戈彳 

动力系数58 
动力系数的对称原理53 
动性系数59 
动量通量密度张量7 
相对论的〜125 
理想流体的〜7 
粘性流体的〜15 
共振器68 
亚里函数110 
亚声速流动79 
亚声速绕薄翼流动116 
亚稳态流动28, 2 9 
压力系数117 

压缩波94 ， • v 1 

筒单〜 94 ; ' 

有限物体绕流 XIII - 

有效截面76 "" 

总的〜 76 

涑体滴引起的声散 射的& 6 W 

圆 球引起的声吸收的、 77 \V 

圆球引起的声散射的〜 7 SJY … 

♦ 

微分〜76 > 

■ 

有旋流动9 

达朗伯佯谬11,82 ' 

过渡曲线111 

过渡曲线与间断线相交 H 3 
过渡曲线与激波相交113 
过渡曲面110 … 

扩张渠道内的流动 ？ t 

扩散 

i : 


戸吸收中的〜 77 W 
悬浮粒子的〜59 、 

扩教系数58 ' 

压力〜5$ ' 、 

热〜58 

扩骹系数与动性系数间的爱因斯坦 
关系59 '> 

扩骹通量57 
传质系数58 
传热49 

边界层〜54 
运动流体〜55 

传热系数 ' 53 • • . . • 

传热的普遍方程49 
混合流体〜57 

传热的相似律53 - v - 

传热数 53 Z ' C 

多普勒效应67 、 

充分发展的溫流31 ' ; 

收缩渠道中的边赛层 S 9 W 
收缩渠道内的流动23 
导热 v 

无限介质中的〜 5 i 
不可压缩流体中的〜50 二 
有限介质中的〜52 
纯〜58 ’ 

沫体中的 、V 
揣流〜54 …V 

导热方程50 

导热方程的边界条件50 • 

导热的弛豫时间51 
导温系数50 


七 M 

» 

运动方程 2 
声波的〜63 
层流边界层的〜39 
相对论的〜126 
理想流体的〜 2 
理想不可压缩流体的〜 10 
粘性流体的〜】5,49 
粘性流体〜的边界条伴15 
粘性流沐〜的 精确解23 
混合流体的〜57 
超流体的〜130 . < ’ 

运动方程的边界条件2,10 

声学比拟115,119 

声线66 

<#■ 

声波 VIII 

二次近似小振幅〜95 
反射〜65,72 
平面〜63 
平面行〜63 
平面驻〜68 
任意振幅的乎面〜94 
折射〜65 
直达〜72 
单色〜63 
单色平面〜63 
单色柱面〜70 
单色球面〜69 
单色球面驻〜68 
柱面〜70 
柱面驻〜70 
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球面 〜 69 
球面〜的反射 72 
球面驻 〜65 
旁向 〜72 
超流体中的 131 
声波中平均压力变化 64,69 
声波中的间断面 95 
声波中激波的形成 94,95 
声波反射和折射 65 
声浃衰戚 95 
声波能最和动量 64 
声音 vni 
第一 〜 ]31 
第二 〜 m 
声 t 发射 73 

振动圆柱引起的 〜73 
振动圆球引起的〜 7 3W 
偶极 〜73 
管道中的〜 75W 
壁面附近的〜 73W 
声音吸收 77 

小球引起的〜 77VV 
扩散引起的〜 77W 
两相系统的〜 7 7Z 
圆管中的〜 77W 
壁面上的 〜77 
声音吸收系数 77 
声音传播 67 

运动介质中〜任 7 
重力场中 〜66 W 
起流体中 〜131 
管道中 〜75 


声音绕射 76 : :*• 

声音散射 76 . • - 

小球引起的〜 76W ' 

液滴引起的〜 76AV 
声速 63 

当地〜 79 

两相系统中〜 63W 
相对论〜 126 
高温气体中〜 63W 
声速面 no 
攻角 46 
芬努线 91T 

两平面交角附近的势流 10W 
连续方程 〗5 

不可压缩流体的 〜10 
声波的 〜63 .. 

层流边界层的 〜 3 9 
相对论的 〜126 
柱坐标中的 〜15 
球坐标中的 〜15 
渠道中运动的〜 13,100 
混合气体中某一组分的 〜57 
管道中流动的 〜75 
熵的 〜2 
薄膜的〜 62 
伯努利方程 5 

不可压缩流的 〜10 
相对沦的〜 126W 
势流的 〜9 
理想流体的 〜5 
位移厚度 392,41 
应力张量 15 
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不可压缩流体中的〜 15 
柱坐标中的〜 15 
球坐标中的〜 15 
粘性〜 15 
间断81 

切向〜9,30,31 

切向〜与激 陂碰搶 93 
压缩〜 82 Z 

初始条件的〜 93 
弱〜 89 

弱〜与过渡曲线相交 113 
弱〜与激波相交102 
凝结间断 124 
间断面81 

切向〜的相交 】01 Z 
切向〜的稳定性30,61 W , 81 
等溫〜88 

间断面上的边界条件81 
间断面的相交 IX 
理想气体80 
理想气体中的激陂85 
理想气体中的爆轰121 

理想气体在管道中的泷动 92W, 
94W 

理想气体的一维流动98 
理想气体状态方程80 
理想气体定常流动 S 0 
理想气体热力学关系式80 
埋想气体通过加热管的涞动 90 W 
阻力11,21 

大雷诺 数下〜 45 
_ 机翼〜 Ji 6， U 7,119 


波〜 11,115 
诱导〜 47 
耗散〜 24 
振动物体〜 24 
惯性〜 24 

缓慢运动物体阻力20 
阻力系数39,44,47 
阻尼系数25 
尾迹21 

层流〜21 
湍流〜 36,37W 
湍流〜的吸缩 45 
层流27 

i 层流边界层 39 

可压缩流体〜 9 Z 
平板〜3 9 

收缩渠道中的〜 39 W 
管道中的〜 39 
层流边界层的稳定性41 
层流尾迹21 
张量7 

动量通量密度〜7 
应力〜 15 
单位〜 7 

能量-动量〜125 
纳维 斯托克 斯方程15 
柱坐标中的〜15 
球坐标中的〜15 
纵波63 

八 刘 


表面压力60 


表面压力的拉普拉斯方程 60 
表面张力系数60 
表面张力波61 
表面张力重力波 61 W 
表面现象 VII 
环 fi 8 

环 S 守恒定律8 
雨贡尼奥绝热线82 
拐角蛲流104 
势流 9 ,106 
气体〜106 
相对论〜126 
理想流体〜9 
拉瓦尔喷管90 
拉格朗日变量 2 W 
欧拉方程2 
声波的〜63 
相对论的〜126 
理想流体的〜2 
欧拉-特里科米方程110 
欧拉-特里科米方程的解110 
固有参考系125 
物理平面108 
贯量11 

实际 〜 ilW 
诱导〜11 W 
诱导〜张董11 
虚〜 11 W 

质量通量密度1 
浅水理论100 
泊肃叶公式 17 
泊松公式 71 
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波长 12 
波矢23 
波包64,66,89 
波动方程13,63 
波动方程的通解71 
波阻11,115 

波的相位63 
波的傅里叶分 i 63 
波型94 
波幅63 
波数 12,75,78 
定常流动80 

气体〜80,107 

定常流动的稳定性26 
驻点10 

驻点附近的边界层 39 W 
驻点附近理想流体运动 10 W 

九刻 

柯尔莫戈罗夫'•奥布霍夫定律32 
相对论运动方程126 
相对论声速126 
相对论流体动力学 XV 
耗散过程的〜127 
相对论能量-动量张量125 
相对论激波 126 W 
相似性39 

一 维流动中的〜 92 
层流边界层中的〜 39 
绕圆锥流动中的〜 105 
相似律19 

传热的 〜53 


嵩超 声速〜 11 会 
粘性流体的〜19 
跨声速〜118 
相速度66 
临界速度 SO 

超流体的〜130 
哑标 7 Z 
重力波12 
重力长波13 
复速度10 
复速度势10 - 

复振幅63 
急流100 

恰普雷金方程108 
完全气体的〜 108 
跨声速流动的〜 
活化能 120 Z 
洛强斯基定律38 
穿透深度24 
误差函数 52 
费马原理 67 W 
绝热流动2 

十 划 

格林公式 7 Z 
格拉肖夫数56 
速度三元相关33 
速度平面108 
速度环畺8 
速度势9 
速度的陂节68 
谏度的波腹68 


速度相关33 
速度图变换108 
振动68 

本征〜68 
自由〜68 
强迫〜63 
振动(或振荡 ） 24 
平面的〜24 
半平面的〜24 
有限介质中的〜68 
声音〜 63,73 
理想流体中物体〜9 
球的 〜 nw 
粘性泫体中的〜24 
简并〜 61 
热力学关系式10 
热一机械效应129 
粘性流体的〜129 
普通流体的〜 129 Z 
热导率 49 
热爆炸理论50 
圆锥绕流105 
氢的超流动性128 
特征面 79 

特征线 79 ' 

一维不定常流动的〜92 
二维定常流动的〜79,109 
从某点发出的〜79 
到达某点的〜79 
射流 10 W 

出自狭缝的〜 10 W 
浸没层流〜23 



浸没湍流〜 3 S 
湍流〜35 
髙超声速流动119 
高超声速流动相似律】19 
琏波61 
涡面9 
涡量9 

湍流流动中的〜34 
流体动力学1 
流体动力学中的涨落 
流体质点1 
流体周线8 
流体静力学3 
流线5 

流线型物体46 
流线型物体绕流46,115 
泷线型物体超声速绕流115 
流函数10,15 
流量17,90 
涨落 XVII 

无限介质中的〜133 
能量方程6 
能量一动量张量125 

能量耗散 

声音吸收中的〜77 
相对论的〜127 
粘性流体中的〜16 
超流体中的〜130 
湍流中的31,42 
能最通最密度6 
声波中的〜64 
相对论的〜125 


理想流体的〜6 
粘性流体的〜49 

十一划 

理想流体2 
接触角60 
虚点源72 
悬浮流体22 
悬浮流体的粘性22 
悬浮粒子的扩散59 
悬浮粒子的动性系数59 
偏航角117 
粘性 n 

粘性系数15,49 
动力〜15 
运动〜15 
第二〜78 
湍流〜31 
粘性底层42 
粘性流15 
粘度78 
焓2 

混合长度理论35 
混合流动110 
混合流体57 

混合流体的动力学方程57 
随机量132 

十二划 

超声速绕机翼流动117 
超声速绕尖削物体流动 
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趙声速绕拐角流动 104 
超声速绕物体流动 1 U 
超声速绕圆锥流动 105 
超声速流动79 
超流体 128 

超流体中正常流动部分128 
超流体中声音传播】31 
超流体中超流体部分128 
超流体的主要特性128 
超流体的动力学方程】30 
超流体的热一机械效应129 
超流体流动128 
斯托克斯公式20 
斯特鲁哈数19 
喷管90 

拉瓦尔〜90 
程涵66 
稀疏波92 

一维不定常中心〜96 
一维不定常〜92 
二维定常中心〜107 
二维定常〜101,107 
等温〜 92 W 

稀疏波中流线形状 ]01 W 
等熵流动2 
傅里叶方程 50 
普朗特数53 

扩散的〜 54 W 
湍泷 ni 

小尺度〜32 
火焰的〜120 

各向同性〜32 


充分发展的〜31 
局部〜32 

湍流与统计力学比拟 31 
湍流区 34 
湍流尺度 32 
揣流边界层44 
平板〜 44 
湍流导热 54 
湍流尾迹 36,37 
湍流尾迹的收缩 45 
湍流连续谱 27 
湍流的出现 27 
湍流射流 35, 36W 
湍流离散谱 27Z 
湍流流动 27 
管道中〜 43 
湍流粘性 31 
强爆炸理论 99 
强激波 99 
缓流100 

十三戈 I 

雷诺数 19 

气体动力学的〜 79 
临界〜 26,27 

湍流涡的〜31 
零粘性理论 23 Z 
频率】2,26 
跨声速相似律118 
锥型涞1的 
奥森方程20 
群速度 66 Z 



十四划 

稳定性4 

不发生对流的〜4 
火焰的〜120 

切向间断的〜30 
两旋转圆柱面间流动的〜烈 
层流边界层的〜41 
定常流动的〜26 
管道中流动的〜29 
激波的〜^ 

管道中声音吸收 77 W 
管道中声音传播75 
管道中的层流边界层39 
管道中的相似流动92 
管道中的湍谏43 
管道中的缓慢燃烧120 
管道中的爆轰122 
管道中流动的连续方程75 
管道中流动的特征线郎 
管道中粘性气体的流动 W 
管道的阻力系数43 
管道的阻力律43 

十五划 

黎曼不变最79,109 

m 2 

熵通量密度2 
«增律82 

十六划 

儒可夫斯基定理37 * 

， )72 f 


懦 可夫斯基一恰 酱重金 条伴衫 

儒盖特点121,122 
燃烧120 

液面上的〜 120 W 
湍流〜120 
缓慢〜120 

燃烧流¥动力学 xiy 
燃烧带〗20 
激波 IX 
正〜 82 Z 

由某点发出的〜79 
头、114 

完全气体中的〜 S 5 
声波中形成的〜94,95 
到达某点的〜79 
相对论〜 126 W 
绕物体涞动形成的〜107,114 
弱〜83,106 
斜〜 S 2 Z 
强〜99 

爆轰中的〜121 
激波上的边界条件81 
激波上量的变化84 
激波与切向间断面踫搶 9 3 Z 
激波与过波曲线相交： H 3 
激波与物面相交103 

激波与弱间断面相交 W 2 

♦ 

激波与弱间断面碰搶 9 3 Z 
激波后面的势流106 
激波后沿82 

激波极线86 
激波阻 M 95 



激陂的马赫反射 103 
激波的正规反射103 
激波的反射 93 W 
激波相交101,102 
激波追赶93 
激波前沿82 
激波绕射 103 Z 
激波绝热曲线82 
激波厚度87 
激波踫揸102 
激波稳定性84 
疑结闽断124 

十七划 

冀展 37 


十九划 

爆轰121 

管道中的〜122 
螺旋〜122 
爆轰波121 
过压〜122 
理想气体中的〜121 
爆轰波的反射 122 W 
爆轰波的稳定性123 
爆轰绝热曲线121 

外文开头 

义点128 
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